
Wst¦p do analizy i algebry - 0. Funkcje elementarne - co trzeba wiedzie¢ ze szkoªy?

W poni»szym pliku zaznaczyªem informacje o funkcjach elementarnych oraz umiej¦tno±ci
dotycz¡ce dziaªa« na nich, które powinni Pa«stwo zna¢ ze szkoªy. Oczywi±cie, przedsta-
wione s¡ tutaj tylko w sposób �hasªowy�, »eby Pa«stwo sobie to przeczytali i, je±li czego±
Pa«stwo nie pami¦taj¡, nale»y sobie przypomnie¢. Je±li Pa«stwo tych informacji i umie-
j¦tno±ci nie maj¡ - polecam rozdziaª 1 (repetytorium) wskazanej w bibliogra�i ksi¡»ki
Gurgula i Sudera �Matematyka dla kierunków ekonomicznych�.
I. Wielomiany, funkcje pot¦gowe, równania i nierówno±ci wielomianowe
Najprostszymi w analizie funkcjami rzeczywistymi s¡ wielomiany. Informacje o wielo-
mianach, potrzebne w ramach tego kursu, byªy w szkole ±redniej. Dlatego pod spodem
tylko przypominam poj¦cia i twierdzenia, które Pa«stwo powinni zna¢:
Wielomian, stopie« wielomianu, wspóªczynniki wielomianu, wyraz wolny, jednomian,
funkcja staªa (wielomian stopnia 0), funkcja a�niczna lub �liniowa� (wielomian
stopnia 1 - patrz uwaga poni»ej!), równo±¢ wielomianów, pierwiastek wielomianu, twier-
dzenie Bezouta, rozkªad wielomianu na czynniki.
Powinni Pa«stwo tak»e wiedzie¢: ile najwy»ej pierwiastków rzeczywistych ma wielomian
danego stopnia, »e wielomian stopnia nieparzystego ma co najmniej jeden pierwiastek
rzeczywisty, jaki jest warunek podzielno±ci wielomianu przez dwumian postaci x−a, kiedy
liczba caªkowita lub wymierna mo»e by¢ pierwiastkiem wielomianu, jaka jest dziedzina
wielomianu.
Dodatkowo Pa«stwo powinni umie¢: rozwi¡zywa¢ równania liniowe i kwadratowe, roz-
kªada¢ wielomian na czynniki pierwsze (je±li ma on pierwiastki caªkowite lub wymierne),
dzieli¢ przez siebie wielomiany, rozwi¡zywa¢ równania i nierówno±ci wielomianowe.

De�nicja 1. Funkcj¡ pot¦gow¡ zmiennej x nazywamy funkcj¦ postaci f(x) = xa, gdzie
a ∈ R. Na naszym wykªadzie rozwa»amy tylko funkcje, dla których a ∈ Q.

Przypominam, »e x−a = 1
xa

i x
1
a = a
√
x. Dlatego funkcja pot¦gowa mo»e by¢ zakamu�o-

wana jako uªamek albo pierwiastek.
Funkcje pot¦gowe, dla których a ∈ N s¡ po prostu jednomianami, wi¦c maj¡ dziedzin¦
rzeczywist¡. Dla innych funkcji pot¦gowych, trzeba dopasowa¢ dziedzin¦ do wykªadnika.
Je±li a jest liczb¡ ujemn¡, to z dziedziny musimy usun¡¢ 0. Je±li za± a = p

q
jest uªamkiem

nieskracalnym oraz q jest parzyste, to liczby ujemne te» nie nale»¡ do dziedziny.

II. Parzysto±¢/nieparzysto±¢, monotoniczno±¢ funkcji

De�nicja 2. Funkcja f jest parzysta, je±li x ∈ Df ⇒ −x ∈ Df i ∀x∈Df
f(x) = f(−x).

Wykres funkcji parzystej jest symetryczny wzgl¦dem osi Oy.

De�nicja 3. Funkcja f jest nieparzysta, je±li x ∈ Df ⇒ −x ∈ Df

i ∀x∈Df
f(x) = −f(−x).

Wykres funkcji nieparzystej jest symetryczny wzgl¦dem ±rodka ukªadu wspóªrz¦dnych.
Przykªady f(x) = x jest nieparzysta, f(x) = x2 jest parzysta. Funkcja stale równa zero
jest jedyn¡ funkcj¡ jednocze±nie parzyst¡ i nieparzyst¡.

De�nicja 4. Funkcj¦ f : X → Y nazywamy ró»nowarto±ciow¡ (lub injekcj¡), je±li nie
przyjmuje nigdy tej samej warto±ci dla dwu ró»nych argumentów, czyli
∀a,b∈X(a 6= b⇒ f(a) 6= f(b)).

Przykªady f(x) = 2x+ 1, f(x) = x2.

De�nicja 5. Funkcja f jest rosn¡ca w zbiorze A ⊂ Df je±li dla ka»dych a, b ∈ A zachodzi
a < b⇒ f(a) < f(b).
Funkcja f jest malej¡ca w zbiorze A ⊂ Df je±li dla ka»dych a, b ∈ A zachodzi
a < b⇒ f(a) > f(b).
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Je±li w powy»szych zdaniach mamy do czynienia tylko ze sªabymi nierówno±ciami mi¦dzy
f(a) i f(b), to mówimy o funkcjach sªabo rosn¡cych/malej¡cych lub
niemalej¡cych/nierosn¡cych.
Je±li funkcja jest rosn¡ca lub malej¡ca w zbiorze A, to mówimy, »e jest monotoniczna w
tym zbiorze.

Domy±lnie, je±li nie mówimy w jakim zbiorze funkcja jest rosn¡ca/malej¡ca, zakªadamy,
»e jest ona rosn¡ca/malej¡ca w caªej swojej dziedzinie.
Przykªad f(x) = x3, f(x) = x2.
Uwaga! To, »e funkcja jest rosn¡ca/malej¡ca w zbiorze A i jest rosn¡ca/malej¡ca w
zbiorze B nie oznacza, »e jest rosn¡ca/malej¡ca w zbiorze A ∪B!
Przykªad f(x) = x3 − 3x.
Po»ytki z funkcji rosn¡cych/malej¡cych: rozwi¡zywanie nierówno±ci. Je±li po obu stro-
nach nierówno±ci wyst¦puje funkcja rosn¡ca w dziedzinie tej nierówno±ci, mo»emy j¡
�pomin¡¢�. Je±li taka funkcja jest malej¡ca - jej pomini¦cie wymaga zmiany kierunku
nierówno±ci. Podobnie post¦pujemy, gdy chcemy na obu stronach nierówno±ci wykona¢
t¦ sam¡ operacj¦ - co jest dozwolone (z ewentualn¡ zmian¡ kierunku nierówno±ci), je±li
ta operacja jest funkcj¡ monotoniczn¡.
Przykªad x2 < 4 dla x > 0 i x < 0.
Wªasno±¢ ró»nowarto±ciowo±ci bardzo si¦ przydaje przy okazji rozwi¡zywania równa«.
Stosujemy j¡ tak samo, jak monotoniczno±¢ dla nierówno±ci.
Ka»da funkcja monotoniczna w caªej dziedzinie jest te» ró»nowarto±ciowa.

III. Funkcje wymierne

De�nicja 6. Funkcj¡ wymiern¡ nazywamy iloraz dwu wielomianów (oczywi±cie mia-
nownik nie mo»e by¢ wielomianem zerowym).

Dziedzin¡ funkcji wymiernej s¡ wszystkie liczby rzeczywiste, dla których mianownik si¦
nie zeruje.
Przy rozwi¡zywaniu nierówno±ci zawieraj¡cych funkcj¦ wymiern¡, warto zwróci¢ uwag¦
na fakt, »e znak ilorazu jest zawsze taki sam jak znak iloczynu (o ile ten ma sens).

Przykªad x2+4x−5
x+2

≥ 0.

IV. Funkcje wykªadnicze

De�nicja 7. Funkcj¡ wykªadnicz¡ zmiennej x nazywamy dowoln¡ funkcj¦ postaci
f(x) = ax, gdzie a ∈ R+ \ {1}.
Powinni pa«stwo umie¢ rysowa¢ wykresy funkcji wykªadniczych.
Dziedzin¡ funkcji wykªadniczej jest zawsze R, jej zbiorem warto±ci R+. Zawsze jest
monotoniczna: malej¡ca dla 0 < a < 1, rosn¡ca dla a > 1 (z tego korzystamy przy
rozwi¡zywaniu równo±ci i nierówno±ci).

Twierdzenie 1. Zachodz¡ nast¦puj¡ce wªasno±ci:
a) ax · ay = ax+y (analogicznie dla dzielenia);
b) (ax)y = axy.

V. Funkcje okresowe, funkcje trygonometryczne
Przykªady zjawisk okresowych: sezonowe zmiany w handlu »ywno±ci¡, cykle ekonomiczne.

De�nicja 8. Funkcja f jest okresowa je±li istnieje T > 0 (zwane okresem funkcji), takie,
»e dla ka»dego x ∈ Df zachodzi f(x+T ) = f(x−T ) = f(x) (oczywi±cie, w takim wypadku
musi te» zachodzi¢ x+ T, x− T ∈ Df).
O funkcji okresowej o okresie T mówi si¦, »e jest T -okresowa.

Najbardziej typowymi funkcjami u»ywanymi w modelowaniu zjawisk okresowych s¡ funk-
cje trygonometryczne.
W obliczaniu warto±ci funkcji b¦dziemy si¦ posªugiwa¢ miar¡ ªukow¡ (π = 180◦).
Przypomnijmy, »e dla k¡tów α na pªaszczy¹nie, których wierzchoªkiem jest pocz¡tek
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ukªadu wspóªrz¦dnych, a dodatnia póªo± Ox jest ramieniem pocz¡tkowym, za± drugie ra-
mi¦ przechodzi przez punkt o niezerowych wspóªrz¦dnych (x, y), który jest w odlegªo±ci
r od ±rodka ukªadu wspóªrz¦dnych de�niuje si¦:

sinα =
y

r
; cosα =

x

r
; tgα =

y

x
; ctgα =

x

y
.

Oczywi±cie funkcje tangens i kotangens s¡ zde�niowane, gdy ich mianowniki s¡ niezerowe.
Powinni Pa«stwo umie¢ rysowa¢ wykresy tych czterech funkcji.
Wªasno±ci funkcji trygonometrycznych.

• Dziedzina: Dla funkcji sin i cos dziedzin¡ jest zbiór liczb rzeczywistych, dziedzin¡
tg jest zbiór R \ {π

2
+ kπ : k ∈ Z}, a dziedzin¡ ctg jest zbiór R \ {kπ : k ∈ Z}.

• Zbiór warto±ci: Dla funkcji sin i cos zbiorem warto±ci jest [−1, 1], dla funkcji tg
i ctg - zbiór liczb rzeczywistych.
• Funkcje sin, tg i ctg s¡ nieparzyste, a funkcja cos jest funkcj¡ parzyst¡.
• Funkcja tg jest rosn¡ca w ka»dym swoim przedziale okre±lono±ci (z osobna, nie w
sumie!). Podobnie funkcja ctg jest malej¡ca w ka»dym swoim przedziale okre±lo-
no±ci (ale nie w ich sumie).
• Funkcje sin i cos s¡ 2π-okresowe. Funkcje tg i ctg s¡ π-okresowe.

Prosz¦ sobie przypomnie¢ ze szkoªy warto±ci funkcji trygonometrycznych w punktach 0,
π, π

2
, π

3
, π

4
, π

6
.

Ponadto przyda¢ si¦ mog¡ poni»sze wzory:
a) redukcyjne (pozwalaj¡ce oblicza¢ warto±ci poza przedziaªem [0, π]) :
sin(π − x) = sin x; sin(π + x) = − sinx; cos(π − x) = cos(π + x) = − cosx.
Poza przedziaªem [0, 2π] korzystamy z okresowo±ci funkcji trygonometrycznych (dla tg i
ctg ju» nawet poza [0, π]).
b) wzory na upraszczanie wyra»e« trygonometrycznych:

tg x =
sinx

cosx
; ctg x =

cosx

sinx
; ctg x =

1

tg x
;

sin2 x+ cos2 x = 1; sin(
π

2
+ x) = cos x;

sin(x+ y) = sin x cos y + sin y cosx; cos(x+ y) = cos x cos y − sinx sin y;

sinx+ sin y = 2 sin
x+ y

2
cos

x− y
2

;

cosx+ cos y = 2 cos
x+ y

2
cos

x− y
2

; cosx− cos y = −2 sin x+ y

2
sin

x− y
2

.

Równania i nierówno±ci trygonometryczne: jako, »e funkcje trygonometryczne s¡ okre-
sowe, równania trygonometryczne cz¦sto maj¡ niesko«czenie wiele rozwi¡za«. Takie
równania i nierówno±ci najlepiej rozwi¡zywa¢ za pomoc¡ wykresów.
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VI. Dziaªania na funkcjach
Na funkcjach, jak na liczbach mo»na wykonywa¢ dziaªania arytmetyczne.

De�nicja 9. Niech f : X → R i g : X → R, α ∈ R, za± � oznacza jedno z dziaªa«
+,−, ·. Wtedy de�niujemy funkcje:
a)α · f : X → R, (α · f)(x) = α · f(x).
b)f � g : X → R, (f � g)(x) = f(x) � g(x).
Dodatkowo, je±li g(x) 6= 0 dla x ∈ A, to de�niujemy:

c) f
g
: X \ A→ R, f

g
(x) = f(x)

g(x)
.

VII. Funkcje logarytmiczne

De�nicja 10. Dla a ∈ R+ \{1} funkcj¡ logarytmiczn¡ nazywamy funkcj¦ f(x) = loga x.

Uwaga Dla przypomnienia: loga b = x⇔ ax = b np. log2 8 = 3, bo 23 = 8.
Funkcja ta jest ró»nowarto±ciowa, monotoniczna (rosn¡ca dla a > 1, malej¡ca dla
0 < a < 1), jej dziedzin¡ s¡ liczby rzeczywiste dodatnie, a zbiorem warto±ci liczby
rzeczywiste.
Nale»y przypomnie¢ sobie wykresy funkcji logarytmicznych.
Szczególn¡ funkcj¡ logarytmiczn¡ jest lnx. ln, czyli logarytm naturalny, jest to
logarytm, którego podstaw¡ jest tzw. liczba Eulera - liczba niewymierna (tak jak π),
oznaczana przez e ≈ 2, 72. Wkrótce poznamy ciekawe - zarówno z punktu widzenia
zarówno matematyki, jak i zastosowa«, wªasno±ci tej liczby, oraz funkcji ex i lnx.
Zachodz¡ wªasno±ci:

Twierdzenie 2. a) loga 1 = 0;
b) loga(xy) = loga x + loga y (analogicznie dla dzielenia) - zasada dziaªania suwaków
logarytmicznych;
c) loga x

y = y · loga x.

Równania i nierówno±ci logarytmiczne rozwi¡zujemy, korzystaj¡c z wªasno±ci monoto-
niczno±ci i ró»nowarto±ciowo±ci funkcji.


