Wstep do analizy i algebry - 0. Funkcje elementarne - co trzeba wiedzie¢ ze szkoty?

W ponizszym pliku zaznaczylem informacje o funkcjach elementarnych oraz umiejetnosci
dotyczace dzialan na nich, ktére powinni Panstwo znaé¢ ze szkoty. Oczywiscie, przedsta-
wione sg tutaj tylko w sposob ,hastowy”, zeby Parnistwo sobie to przeczytali i, jesli czegos
Panstwo nie pamietaja, nalezy sobie przypomnie¢. Jesli Panistwo tych informacji i umie-
jetnosci nie maja - polecam rozdzial 1 (repetytorium) wskazanej w bibliografii ksiazki
Gurgula i Sudera ,Matematyka dla kierunkéw ekonomicznych”.

I. Wielomiany, funkcje potegowe, réwnania i nier6wnoéci wielomianowe
Najprostszymi w analizie funkcjami rzeczywistymi sg wielomiany. Informacje o wielo-
mianach, potrzebne w ramach tego kursu, byly w szkole sredniej. Dlatego pod spodem
tylko przypominam pojecia i twierdzenia, ktore Panstwo powinni zna¢:

Wielomian, stopienn wielomianu, wspoélczynniki wielomianu, wyraz wolny, jednomian,
funkcja stala (wielomian stopnia 0), funkcja afiniczna lub liniowa” (wielomian
stopnia 1 - patrz uwaga ponizej!), rownosé¢ wielomianow, pierwiastek wielomianu, twier-
dzenie Bezouta, rozktad wielomianu na czynniki.

Powinni Panstwo takze wiedzie¢: ile najwyzej pierwiastkéow rzeczywistych ma wielomian
danego stopnia, ze wielomian stopnia nieparzystego ma co najmniej jeden pierwiastek
rzeczywisty, jaki jest warunek podzielnosci wielomianu przez dwumian postaci x—a, kiedy
liczba calkowita lub wymierna moze by¢ pierwiastkiem wielomianu, jaka jest dziedzina
wielomianu.

Dodatkowo Panstwo powinni umie¢: rozwiazywaé¢ réwnania liniowe i kwadratowe, roz-
ktada¢ wielomian na czynniki pierwsze (jesli ma on pierwiastki catkowite lub wymierne),
dzieli¢ przez siebie wielomiany, rozwigzywac¢ rownania i nieréwnosci wielomianowe.

Definicja 1. Funkcja potegowa zmiennej x nazywamy funkcje postaci f(x) = x%, gdzie
a € R. Na naszym wyktadzie rozwazamy tylko funkcje, dla ktorych a € Q.

Przypominam, ze =% = xla i pe = /x. Dlatego funkcja potegowa moze by¢ zakamuflo-
wana jako utamek albo pierwiastek.

Funkcje potegowe, dla ktorych a € N sa po prostu jednomianami, wiec maja dziedzine
rzeczywista. Dla innych funkcji potegowych, trzeba dopasowaé dziedzine do wykltadnika.
Jesli a jest liczba ujemna, to z dziedziny musimy usuna¢ 0. Jesli zag a = p jest utamkiem

nieskracalnym oraz q jest parzyste, to liczby ujemne tez nie naleza do dziedziny.

I1. Parzystos$¢/nieparzysto$é, monotonicznos$é funkcji
Definicja 2. Funkcja f jest parzysta, jesli v € Dy = —x € Dy i Voep, f(x) = f(—2).
Wykres funkeji parzystej jest symetryczny wzgledem osi Oy.

Definicja 3. Funkcja f jest nieparzysta, jesli * € Dy = —x € Dy
i Voep, f(x) = —f(—x).

Wykres funkcji nieparzystej jest symetryczny wzgledem $rodka uktadu wspotrzednych.
Przyklady f(z) = x jest nieparzysta, f(z) = 2? jest parzysta. Funkcja stale rowna zero
jest jedyna funkcja jednoczesnie parzysta i nieparzysta.

Definicja 4. Funkcje f : X — Y nazywamy réznowartosciowq (lub injekcjq), jesli nie
przyjmuje  nigdy tej samej wartoSci dla  dwu roznych  argumentow,  czyli

Vapex(a # b= f(a) # f(b)).
Przyklady f(z) =2z +1, f(z) = 2°.

Definicja 5. Funkcja f jest rosnaca w zbiorze A C Dy jesli dla kazdych a,b € A zachodzi
a<b= f(a) < f(b).
Funkcja [ jest malejaca w zbiorze A C Dy jesli dla kazdych a,b € A zachodzi
a<b= f(a) > f(b).
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Jesl w powyzszych zdaniach mamy do czynienia tylko ze stabymi nierdwnosciami miedzy
fla) ¢ f(b), to méwimy o funkcjach stabo rosnacych/malejacych  lub
niemalejacych /nierosnacych.

Jesl funkcja jest rosngcea lub malejgea w zbiorze A, to mowimy, ze jest monotoniczna w
tym zbiorze.

Domyélnie, jesli nie mowimy w jakim zbiorze funkcja jest rosnaca/malejaca, zaktadamy,
ze jest ona rosnaca/malejaca w calej swojej dziedzinie.

Przyklad f(x) = 23, f(x) = 22

Uwaga! To, ze funkcja jest rosngca/malejaca w zbiorze A i jest rosnaca/malejaca w
zbiorze B nie oznacza, ze jest rosnaca/malejaca w zbiorze A U B!

Przyklad f(x) = z* — 3z.

Pozytki z funkeji rosnacych/malejacych: rozwigzywanie nieréwnosci. Jesli po obu stro-
nach nieréwnosci wystepuje funkcja rosnaca w dziedzinie tej nieréwnosci, mozemy ja
yJpominac¢”. Jesli taka funkcja jest malejaca - jej pominiecie wymaga zmiany kierunku
nieréwnosci. Podobnie postepujemy, gdy chcemy na obu stronach nieréwnosci wykonaé
te sama operacje - co jest dozwolone (z ewentualng zmiana kierunku nieréwnosci), jesli
ta operacja jest funkcja monotoniczna.

Przyklad 22 <4dlaz >0ixz < 0.

Wiasnosé roznowartosciowosci bardzo sie przydaje przy okazji rozwiazywania réwnan.
Stosujemy ja tak samo, jak monotoniczno$é¢ dla nieréwnosci.

Kazda funkcja monotoniczna w calej dziedzinie jest tez réznowartosciowa.

ITI. Funkcje wymierne

Definicja 6. Funkcja wymierna nazywamy iloraz dwu wielomiandw (oczywiScie mia-
nownik nie moze byé wielomianem zerowym,).

Dziedzing funkcji wymiernej sg wszystkie liczby rzeczywiste, dla ktorych mianownik sie
nie zeruje.

Przy rozwiazywaniu nier6wnosci zawierajacych funkcje wymierna, warto zwroci¢ uwage
na fakt, ze znak ilorazu jest zawsze taki sam jak znak iloczynu (o ile ten ma sens).
Przykiad ZH2=5 >,

IV. Funkcje wykladnicze

Definicja 7. Funkcja wyktadnicza zmiennej x nazywamy dowolng funkcje postact
f(z) = a*, gdzie a € RT\ {1}.

Powinni panstwo umie¢ rysowaé¢ wykresy funkcji wyktadniczych.

Dziedzing funkcji wyktadniczej jest zawsze R, jej zbiorem wartosci R,. Zawsze jest
monotoniczna: malejaca dla 0 < a < 1, rosnaca dla a > 1 (z tego korzystamy przy
rozwiazywaniu rownosci i nieréwnosci).

Twierdzenie 1. Zachodzq nastepujgce wltasnosci:
a) a® - a¥ = a®*Y (analogicznie dla dzielenia);

b) (a®)¥ = a™.

V. Funkcje okresowe, funkcje trygonometryczne
Przyktady zjawisk okresowych: sezonowe zmiany w handlu zywnoécia, cykle ekonomiczne.

Definicja 8. Funkcja f jest okresowa jesli istnieje T > 0 (zwane okresem funkcji), takie,
ze dla kazdego x € Dy zachodzi f(x+T) = f(z—T) = f(x) (oczywiscie, w takim wypadku
musi tez zachodzi¢ x +T,x — T € Dy).

O funkcji okresowej o okresie T' mown sie, zZe jest T-okresowa.

Najbardziej typowymi funkcjami uzywanymi w modelowaniu zjawisk okresowych sg funk-
cje trygonometryczne.

W obliczaniu wartosci funkcji bedziemy sie postugiwa¢ miara tukowa (r = 180°).
Przypomnijmy, ze dla katow o na plaszczyznie, ktorych wierzchotkiem jest poczatek
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ukladu wspolrzednych, a dodatnia potos Ox jest ramieniem poczatkowym, zas drugie ra-
mie przechodzi przez punkt o niezerowych wspolrzednych (z,vy), ktory jest w odleglosci
r od §rodka ukladu wspoélrzednych definiuje sie:

Oczywiscie funkcje tangens i kotangens sa zdefiniowane, gdy ich mianowniki sa niezerowe.
Powinni Panstwo umie¢ rysowaé¢ wykresy tych czterech funkcji.
Witasnos$ci funkcji trygonometrycznych.

e Dziedzina: Dla funkcji sin i cos dziedzina jest zbior liczb rzeczywistych, dziedzing
tg jest zbior R\ {§ + km : k € Z}, a dziedzing ctg jest zbior R\ {k7 : k € Z}.

e Zbior wartosci: Dla funkeji sin i cos zbiorem wartosci jest [—1,1], dla funkcji tg
i ctg - zbidr liczb rzeczywistych.

e Funkcje sin, tg i ctg sa nieparzyste, a funkcja cos jest funkcja parzysta.

e Funkcja tg jest rosnaca w kazdym swoim przedziale okreslonosci (z osobna, nie w
sumie!). Podobnie funkcja ctg jest malejaca w kazdym swoim przedziale okreslo-
nosci (ale nie w ich sumie).

e Funkcje sin i cos sy 2m-okresowe. Funkcje tg i ctg sg m-okresowe.

Prosze sobie przypomnieé ze szkoty wartosci funkcji trygonometrycznych w punktach 0,
55T

Ponadto przydac¢ sie moga ponizsze wzory:

a) redukcyjne (pozwalajace oblicza¢ wartosci poza przedzialem [0, 7)) :

sin(m — x) = sinx; sin(m + ) = —sinz; cos(m — x) = cos(m + x) = — cos z.

Poza przedziatem [0, 27| korzystamy z okresowosci funkeji trygonometrycznych (dla tg i
ctg juz nawet poza [0, 7]).

b) wzory na upraszczanie wyrazen trygonometrycznych:

sin® x 4 cos”z = 1; s1n(§ + ) = cosx;

sin(z + y) = sinz cosy + siny cos x; cos(x + y) = cos T cosy — sin x sin y;

x T —
sinx + siny = 2sin +ycos y;
2 2
Tty Ty .ty -y
COS T 4 Ccosy = 2 cos 5 cos 5 ;COST — cosy = —2sin 5 sin 5

Roéwnania i nier6wnosci trygonometryczne: jako, ze funkcje trygonometryczne sa okre-
sowe, rownania trygonometryczne czesto maja nieskoriczenie wiele rozwigzan. Takie
rOwnania i nieréwno$ci najlepiej rozwigzywacé za pomocg wykresow.
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VI. Dzialania na funkcjach
Na funkcjach, jak na liczbach mozna wykonywa¢ dzialania arytmetyczne.

Definicja 9. Niech f : X - Rig: X — R, a € R, zas ¢ oznacza jedno z dziatan
+, —, .. Wtedy definiujemy funkcje:

Wa X R, (a-f)x) =a- f(a)

b)fog: X =R, (fog)(r)=f(z)og(x).

Dodatkowo, jesli g(x) # 0 dla x € A, to definiujemy:

c)i:X\A—)R, g(x):&.

g(z

NI N

VII. Funkcje logarytmiczne
Definicja 10. Dia a € RT\ {1} funkcja logarytmiczna nazywamy funkcje f(x) = log, .

Uwaga Dla przypomnienia: log, b = x < a® = b np. log, 8 = 3, bo 23 = 8.

Funkcja ta jest réznowartoSciowa, monotoniczna (rosnaca dla a > 1, malejaca dla
0 < a < 1), jej dziedzina sa liczby rzeczywiste dodatnie, a zbiorem wartosci liczby
rzeczywiste.

Nalezy przypomnie¢ sobie wykresy funkcji logarytmicznych.

Szczegblng funkcja logarytmiczna jest Inz. In, czyli logarytm naturalny, jest to
logarytm, ktorego podstawsg jest tzw. liczba Eulera - liczba niewymierna (tak jak ),
oznaczana przez e = 2,72. Wkrotce poznamy ciekawe - zarowno z punktu widzenia
zaréwno matematyki, jak i zastosowan, wlasnosci tej liczby, oraz funkeji €* i In .
Zachodza wtasnosci:

Twierdzenie 2. a) log, 1 = 0;

b) log,(xy) = log, x + log,y (analogicznie dla dzielenia) - zasada dziatania suwwakdow
logarytmicznych;

c¢) log,z¥ =y -log, .

Roéwnania i nier6wnoéci logarytmiczne rozwiazujemy, korzystajac z wtasnosci monoto-
nicznosci i réznowartosciowosci funkcji.




