
Algebra - pomoc

Model przepªywów mi¦dzygaª¦ziowych Leontiewa.

Model przepªywów mi¦dzygaª¦ziowych Leontiewa analizuje nast¦puj¡cy problem: jaki
powinien by¢ poziom produkcji poszczególnych gaª¦zi przemysªu w danej gospodarce,
aby caªkowity popyt na wytwarzane przez nie produkty byª zaspokojony? Oczywi±cie,
mo»na z niego odczyta¢ wiele innych informacji, w zale»no±ci od tego, co mamy dane, a
czego szukamy.
Zaªo»enia modelu: Gospodarka jest podzielona na n gaª¦zi przemysªu. Ka»da gaª¡¹
wytwarza jeden, jednorodny produkt, ka»da gaª¡¹ zu»ywa do produkcji kombinacj¦ czyn-
ników w ustalonej proporcji, k-krotna zmiana wielko±ci wszystkich nakªadów powoduje
k-krotn¡ zmian¦ wielko±ci produktu (staªa zale»no±¢ od skali).

Oznaczenia: i, j ∈ {1, . . . , n} - numery gaª¦zi przemysªu. x =

x1

· · ·
xn

 to wektor pro-

duktów caªkowitych (globalnych), gdzie xi to produkt caªkowity gaª¦zi i, czyli wiel-
ko±¢ produkcji wytworzona przez gaª¡¹ i w ustalonym okresie (wyra»ona w tych samych
jednostkach pieni¦»nych).
yij jest to ta wielko±¢ produkcji gaª¦zi i, która jest zu»ywana na potrzeby produkcyjne ga-
ª¦zi j. Macierz Y = [yij] nazywamy tabel¡ przepªywów mi¦dzygaª¦ziowych. Ka»dy
wiersz tej macierzy przechowuje wielko±ci zu»ycia produktu danej gaª¦zi na rynku we-
wn¦trznym - do produkcji pozostaªych dóbr. Z kolei ka»da kolumna macierzy przechowuje
nakªady ró»nych gaª¦zi przemysªu konieczne do wytworzenia produktu caªkowitego danej
gaª¦zi.

d =

d1
· · ·
dn

 to wektor produktów ko«cowych lub popytów ko«cowych, gdzie di to

produkt ko«cowy gaª¦zi i, czyli wielko±¢ produkcji, jaka pozostaje (np. na zaspokojenie
popytu zewn¦trznego, eksport) po zu»yciu na cele produkcyjne we wszystkich gaª¦ziach
przemysªu.
Oczywi±cie, caªkowity produkt danej gaª¦zi przemysªu to suma zu»ycia produktu na rynku
wewn¦trznym i produktu ko«cowego danej gaª¦zi, co mo»na zapisa¢ równaniem:

xi =
n∑

j=1

yij + di.

Ze wzgl¦du na to, »e wielko±ci produkcji si¦ zmieniaj¡, bardziej interesuj¡ca w ogólnych
badaniach jest macierz wspóªczynników kosztów/nakªadów C = [cij], która opisuje
proporcje nakªadów pochodz¡cych z ró»nych gaª¦zi gospodarki potrzebnych do wytwo-
rzenia jednostki danego produktu. Obliczy¢ j¡ mo»na prosto: dziel¡c ka»d¡ kolumn¦
nakªadów, przez wielko±¢ produkcji gaª¦zi odpowiadaj¡cej tej kolumnie, czyli:

cij =
yij
xj

.

Mo»na powiedzie¢, »e cij oznacza zapotrzebowanie na nakªady produktu i do wytworzenia
jednostki produktu j. Interpretujemy to nast¦puj¡co: do wytworzenia 1 jednostki dobra
j potrzebne jest cij jednostek dobra i. Macierz wspóªczynników kosztów nazywa si¦ te»
czasem macierz¡ konsumpcji.
Pomocnicz¡ macierz

L = I − C

nazywamy macierz¡ Leontiewa.
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Wyniki:
Cx to cz¦±¢ produkcji przeznaczana na wewn¦trzne zapotrzebowanie gospodarki. Dlatego
to co zostaje jako produkt ko«cowy to d = x− Cx = (I − C)x. Ostatecznie

L · x = d.

Ze wzgl¦du na liniowo±¢, ta sama relacja zachodzi pomi¦dzy zmianami poziomu produkcji
caªkowitej ∆x a zmianami produktu ko«cowego ∆d.
L ·∆x = ∆d.
Okazuje si¦, »e ze wzgl¦du na de�nicje macierzy w zadaniu, zawsze zachodzi detL 6= 0,
wi¦c macierz Leontiewa jest zawsze odwracalna. Dlatego, je±li mamy jakie± zadanie, w
którym trzeba obliczy¢ np. produkcj¦ potrzebn¡ do wyeksportowania danej wielko±ci
jakiego± dobra, mo»emy skorzysta¢ z równania:

x = L−1d.

Analogicznie, je±li w zadaniu jest tylko pytanie o to, jak zmieni¢ produkcj¦ w sytuacji, gdy
zmieniªo si¦ zapotrzebowanie zewn¦trzne na produkty danej gospodarki, to odpowied¹
mo»na uzyska¢ równaniem:

∆x = L−1∆d.


