Przyktadowe zadania na trzecim sprawdzianie z algebry:

Nie wszystkie ponizsze zadania znajda sie na sprawdzianie (pewnie 7-8 zadan). Niektore moga
by¢ tylko w jednej grupie, innych w ogole nie bedzie, a inne beda pomieszane. Liczby punktéow za
kazde zadanie sg orientacyjne - moga sie¢ nieco zmieni¢. W kazdym razie zadania planuje wybraé z
ponizszych typow:

1. (300 pkt) Dane sa odwzorowania liniowe: 7 : R? — R* i S : R® — R}

S(zy,x9,23) = (x;1 — x9 + 2x3,—17 + 3,21 — X2 + 3x3), za$§ macierz ich zlozenia
-1 0

Mgor = | 2 —4|. Zbada¢, czy S jest izomorfizmem i wyznaczy¢ wzoér odwzorowania 7.
1 -3

2. (200 pkt) Dane jest odwzorowania liniowe T takie, ze T : R? — R3 T(1,3) = (1,1,1);
T(1,1) = (0,1, ~2). Obliczy¢ T(—1,3).
3

. (300 pkt) Wiemy, ze My = |10 "2

jest macierza odwzorowania T' obrotu plaszczyzny o
Moy M2

kat . Wyznaczy¢ macierz Mr i kat ¢ oraz wzor odwzorowania S, tak, by mos = */75, 0 € [n,2mn],
T o S jest obrotem o kat 7.
4. (400 pkt) Obliczy¢ wartosci i wektory wlasne dla macierzy:

1 -1 -1
1 1 0
3 0 1

Czy macierz ta jest diagonalizowalna? Odpowiedz uzasadnic i , jesli jest pozytywna, przedstawic
te diagonalizacje.

5. (300 pkt) Ponizsza macierz symetryczna A przedstawi¢ w postaci A = PDyPT, gdzie P
jest macierza ortogonalna, a D, jest postacia diagonalng macierzy A. Nastepnie obliczy¢ A (w
rozwigzaniu moga sie pojawi¢ liczby typu z'° - nie trzeba wykonywaé potegowania, jednak prosze o
wykonanie wszystkich pozostalych mnozer).

1 =3 1

A=1-3 1 -1

1 -1 5

6.(250 pkt) Wyznaczy¢ macierz i zbadaé okreslonosé formy kwadratowej zadanej wzorem: f(z,y,z,v) =
2% 4+ 2y% + 2% + 40% + 2zy + Syv.

7. (300 pkt) Probka 7500 komorek zostata w laboratorium wystawiona na dzialanie pewnego wirusa
i pewnego leku. Badano 3 mozliwe stany komoérek: zdrowe, zainfekowane i chore. Zaobserwowano, ze
w ciagu kazdej godziny % zdrowych komorek stawata sie zainfekowanymi, z komorek zainfekowanych

% zmieniala sie w komorki chore, zas % powracata do stanu komoérek zdrowych, a z komorek chorych

%‘ stawala sie komorkami zdrowymi (pozostate komorki pozostawaly w tym stanie, w jakim byty
przy poprzednim pomiarze). Sformulowaé¢ uktad réownan dynamiki zwigzanej z tym problemem,
wyznaczy¢ jego macierz przejécia i stan rownowagi. Czy stan rownowagi tego uktadu jest jego
stanem granicznym? Odpowiedz uzasadnic.

1 -1 -1

8. (250 pkt) Za pomoca twierdzenia Cayleya-Hamilotona wyznaczy¢ macierz odwrotna do |1 1
3 0 1
. . ) . . 3 5

9. (300 pkt) Dana jest gospodarka o macierzy przeptywow miedzygateziowych: [y;;] = [ 4 7] oraz

. . 2 . .
wektorze produkeji konicowej (popytu zewnetrznego): d = 9} Wyznaczy¢ macierze wspolczynni-
koéw kosztow i Leontiewa dla calego modelu, a nastepnie zaplanowa¢, jak musi zmieni¢ si¢ globalny

produkt, by dostosowaé sie do zmiany popytu zewnetrznego w wysokosci Ady; = 3, Ady = 0.

10. (200 pkt) Znalez¢ macierz, ktorej wartosci wtasne to 11 4, a wektory wlasne to B] i B]



2 3
1 —1|, wartosci wtasne macierzy B o wspotczynnikach rzeczy-
5 6

11. (250 pkt) Macierz A =

=~ O

wistych to ¢, —2 1 —2.

a) Ile wynosza wartosci wlasne macierzy B + 317

b) Czy mozliwe jest, by B byta macierza symetryczna? Podaj przyktad takiej sytuacji lub uzasad-
nij, czemu to jest niemozliwe.

¢) Czy mozliwe jest, by wszystkie wartosci wlasne macierzy A byly ujemne lub wszystkie wartosci
wlasne macierzy A byly dodatnie?

d) Jaka jest suma wartosci wlasnych macierzy A+ B? A jaka jest suma wartosci whasnych macierzy
(B?)1?

e) Ile wynosi iloczyn wartoéci whasnych macierzy 2477

12. (100 pkt) Podaé¢ przyklad izomorfizmu f : R?* — R? i uzasadni¢, ze jest to izomorfizm (lub
uzasadni¢, dlaczego takie odwzorowanie nie istnieje).

13. (50 pkt) Poda¢ przyktad formy kwasdratowej 3 zmiennych z, y, z, ktora jest dodatnio pot-
okreslona, ale nie dodatnio okreslona. Jaka jest definicja takich macierzy?

Planowany czas sprawdzianu: 60-90 minut



