
Przykªadowe zadania na trzecim sprawdzianie z algebry:

Nie wszystkie poni»sze zadania znajd¡ si¦ na sprawdzianie (pewnie 7-8 zada«). Niektóre mog¡
by¢ tylko w jednej grupie, innych w ogóle nie b¦dzie, a inne b¦d¡ pomieszane. Liczby punktów za
ka»de zadanie s¡ orientacyjne - mog¡ si¦ nieco zmieni¢. W ka»dym razie zadania planuj¦ wybra¢ z
poni»szych typów:
1. (300 pkt) Dane s¡ odwzorowania liniowe: T : R2 → R3 i S : R3 → R3,

S(x1, x2, x3) = (x1 − x2 + 2x3,−x1 + x3, x1 − x2 + 3x3), za± macierz ich zªo»enia

MS◦T =

−1 0
2 −4
1 −3

. Zbada¢, czy S jest izomor�zmem i wyznaczy¢ wzór odwzorowania T .

2. (200 pkt) Dane jest odwzorowania liniowe T takie, »e T : R2 → R3, T (1, 3) = (1, 1, 1);
T (1, 1) = (0, 1,−2). Obliczy¢ T (−1, 3).

3. (300 pkt) Wiemy, »e MT =

[
m11 m12

m21 m22

]
jest macierz¡ odwzorowania T obrotu pªaszczyzny o

k¡t θ. Wyznaczy¢ macierz MT i k¡t ϕ oraz wzór odwzorowania S, tak, by m22 =
√

2
2
, θ ∈ [π, 2π],

T ◦ S jest obrotem o k¡t π
2
.

4. (400 pkt) Obliczy¢ warto±ci i wektory wªasne dla macierzy:1 −1 −1
1 1 0
3 0 1

.
Czy macierz ta jest diagonalizowalna? Odpowied¹ uzasadni¢ i , je±li jest pozytywna, przedstawi¢

t¦ diagonalizacj¦.
5. (300 pkt) Poni»sz¡ macierz symetryczn¡ A przedstawi¢ w postaci A = PDΛP

T , gdzie P
jest macierz¡ ortogonaln¡, a DΛ jest postaci¡ diagonaln¡ macierzy A. Nast¦pnie obliczy¢ A10 (w
rozwi¡zaniu mog¡ si¦ pojawi¢ liczby typu x10 - nie trzeba wykonywa¢ pot¦gowania, jednak prosz¦ o
wykonanie wszystkich pozostaªych mno»e«).

A =

 1 −3 1
−3 1 −1
1 −1 5


6.(250 pkt) Wyznaczy¢ macierz i zbada¢ okre±lono±¢ formy kwadratowej zadanej wzorem: f(x, y, z, v) =

x2 + 2y2 + z2 + 4v2 + 2xy + 8yv.
7. (300 pkt) Próbka 7500 komórek zostaªa w laboratorium wystawiona na dziaªanie pewnego wirusa

i pewnego leku. Badano 3 mo»liwe stany komórek: zdrowe, zainfekowane i chore. Zaobserwowano, »e
w ciagu ka»dej godziny 1

3
zdrowych komórek stawaªa si¦ zainfekowanymi, z komórek zainfekowanych

1
2
zmieniaªa si¦ w komórki chore, za± 1

6
powracaªa do stanu komórek zdrowych, a z komórek chorych

1
4
stawaªa si¦ komórkami zdrowymi (pozostaªe komórki pozostawaªy w tym stanie, w jakim byªy

przy poprzednim pomiarze). Sformuªowa¢ ukªad równa« dynamiki zwi¡zanej z tym problemem,
wyznaczy¢ jego macierz przej±cia i stan równowagi. Czy stan równowagi tego ukªadu jest jego
stanem granicznym? Odpowied¹ uzasadni¢.

8. (250 pkt) Za pomoc¡ twierdzenia Cayleya-Hamilotona wyznaczy¢ macierz odwrotn¡ do

1 −1 −1
1 1 0
3 0 1

.
9. (300 pkt) Dana jest gospodarka o macierzy przepªywów mi¦dzygaª¦ziowych: [yij] =

[
3 5
4 7

]
oraz

wektorze produkcji ko«cowej (popytu zewn¦trznego): d =

[
2
9

]
. Wyznaczy¢ macierze wspóªczynni-

ków kosztów i Leontiewa dla caªego modelu, a nast¦pnie zaplanowa¢, jak musi zmieni¢ si¦ globalny
produkt, by dostosowa¢ si¦ do zmiany popytu zewn¦trznego w wysoko±ci ∆d1 = 3, ∆d2 = 0.

10. (200 pkt) Znale¹¢ macierz, której warto±ci wªasne to 1 i 4, a wektory wªasne to

[
1
3

]
i

[
1
2

]
.



2

11. (250 pkt) Macierz A =

1 2 3
0 1 −1
4 5 6

, warto±ci wªasne macierzy B o wspóªczynnikach rzeczy-

wistych to i, −i i −2.
a) Ile wynosz¡ warto±ci wªasne macierzy B + 3I?
b) Czy mo»liwe jest, by B byªa macierz¡ symetryczn¡? Podaj przykªad takiej sytuacji lub uzasad-

nij, czemu to jest niemo»liwe.
c) Czy mo»liwe jest, by wszystkie warto±ci wªasne macierzy A byªy ujemne lub wszystkie warto±ci

wªasne macierzy A byªy dodatnie?
d) Jaka jest suma warto±ci wªasnych macierzy A+B? A jaka jest suma warto±ci wªasnych macierzy

(B2)−1?
e) Ile wynosi iloczyn warto±ci wªasnych macierzy 2AT ?
12. (100 pkt) Poda¢ przykªad izomor�zmu f : R2 → R3 i uzasadni¢, »e jest to izomor�zm (lub

uzasadni¢, dlaczego takie odwzorowanie nie istnieje).
13. (50 pkt) Poda¢ przykªad formy kwasdratowej 3 zmiennych x, y, z, która jest dodatnio póª-

okre±lona, ale nie dodatnio okre±lona. Jaka jest de�nicja takich macierzy?
Planowany czas sprawdzianu: 60-90 minut


