
Analiza - zestaw 6
Monotoniczno±¢, wkl¦sªo±¢/wypukªo±¢ i peªne badanie przebiegu zmienno±ci funkcji

jednej zmiennej.

Zadania na ¢wiczenia:
I. Znale¹¢ przedziaªy monotoniczno±ci oraz wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji:
a) f(x) = x2−10

x2−2x−3 , b) g(x) = x2e−
1
2
x2 .

II. Zbada¢ przedziaªy wkl¦sªo±ci i wypukªo±ci funkcji:
a) f(x) = (x2 − 4x+ 2)e2x−2, b) h(x) = x√

1−x2 .

III. Zbada¢ przebieg zmienno±ci (czyli wyznaczy¢: przedziaªy monotoniczno±ci i wypukªo-
±ci, ekstrema, punkty przegi¦cia oraz asymptoty pionowe i uko±ne) i naszkicowa¢ wykres
nast¦puj¡cych funkcji:

a) f(x) =
x− 3√
x2 + 4

;

f(x) = xe−2x.

Zadania domowe:
Zadanie 1. Znale¹¢ przedziaªy monotoniczno±ci oraz wyznaczy¢ ekstrema lokalne funk-
cji:

a) f(x) = x3+3x2−9x−2, ¡) f(x) = 4x3−3x2−16x+12, b) f(x) = x3+x2−16x−16,
c) f(x) = x(x − 1)2, ¢) f(x) = 3x−1

2x+1
, d) f(x) = x + 1

x
, e) f(x) = x + 2

√
−x,

¦) f(x) = x2+x+1
x2−1 , f) f(x) = 3

√
x3 − 6x2, g) f(x) = cos 2x, h) f(x) = e1/x,

i) f(x) = x lnx; j) f(x) = e−x−1

x2+x
; k) f(x) = 2x−3

x+2
; l) f(x) = 1

x2+2
; ª) f(x) = e

x3

x−1 ;

m) f(x) = x+
√
1− x; n) f(x) = 1+lnx

x
; o) f(x) = x2e−3x; ó) f(x) = x2

1
x ;

q) f(x) = cos2 x+ 2 sin2 x; r) f(x) = e−x

x−1 ; s) f(x) = ln3 x− lnx3;

t) f(x) = x
lnx

; u) f(x) =
√
ex2 − 1.

Zadanie 2. Zbada¢ przedziaªy wypukªo±ci i wkl¦sªo±ci funkcji f oraz wyznaczy¢ jej
punkty przegi¦cia:
a) f(x) = x2 + lnx2; b) f(x) = xx; c) f(x) =

3
√
x2e−x;

d) f(x) = x ln(x− 2); e) f(x) = x4

2−x3 .
Zadanie 3. Zbada¢ przebieg zmienno±ci (czyli wyznaczy¢: przedziaªy monotoniczno±ci i
wypukªo±ci, ekstrema, punkty przegi¦cia oraz asymptoty pionowe i uko±ne) i naszkicowa¢
wykres nast¦puj¡cych funkcji:
a) f(x) = 2x3 + 3x2 − 12x + 1, ¡) f(x) = (x − 1)(x + 2)(x − 3), b) f(x) = x−2√

x2+1
,

c) f(x) = x2

x2−4 , ¢) f(x) = x3

x2−x−2 , d) f(x) = x + cosx, e) f(x) = ln(e + 1
x
),

f) f(x) = x
lnx

, g) f(x) = 1
2
x2 − x+ 6 lnx, h) f(x) = sinx cos 2x, i) f(x) = (x− 3)

√
x,

j) f(x) = (x− 5)2
√
x, l) f(x) = x3 lnx, ª) f(x) = e−x

2
,

m) f(x) = 1
2
x2 + x+ ln(3− 2x) + 1, «) f(x) = 2x3

x2−4 , o) f(x) = e−x−1

x2+x
, p) f(x) =

ex
2+1

x2−4 .
Zadanie 4. Zbada¢ przebieg zmienno±ci nast¦puj¡cych funkcji (wa»ne w zastosowaniach
ekonomicznych):

a) f(x) = e−
1
2
x2+35x+1, b) f(x) = 1√

2π
e−

1
2
x2 , c) f(x) = 1

1+e−x+1 , d) f(x) = 10x(x−30)
x+20

.

Zadanie 5. Dla poni»szej funkcji kosztów K od wielko±ci produkcji x wyznaczy¢ zbiór
poziomów produkcji dla których zysk jest dodatni i maksymalny przy cenie sprzeda»y p.
Poda¢ maksymalny zysk i punkt przegi¦cia krzywej kosztów (je±li istnieje). Zakªadamy,
»e caªa produkcja zostanie sprzedana.
a) K(x) = 0, 3x2 + 50x+ 108000, p = 500; b) K(x) = 0, 1x2 + 8x+ 1210, p = 130;
c)K(x) = 0, 02x3−3x2+154x+1280, p = 220; d)K(x) = 0, 002x3−0, 4x2+360x+72000,
p = 1000.
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Zadanie 6. Maj¡c dan¡ funkcj¦ kosztu przeci¦tnego produkcji Kp(x) = x2e2x+3 zbada¢,
dla jakiej warto±ci wielko±ci produkcji x koszt caªkowity b¦dzie najmniejszy.
Zadanie 7. W pewnym zakªadzie koszt caªkowity Kc jest funkcj¡ wielko±ci produkcji
x: Kc(x) = 1

3
x4 − 1

2
x3 − 2x2 + 5x. Przy jakiej wielko±ci produkcji x koszt przeci¦tny

produkcji jednego artykuªu b¦dzie najmniejszy?
Zadanie 8. W przedsi¦biorstwie o produkcji jednorodnej zale»no±¢ kosztu caªkowitego
od wielko±ci produkcji x opisuje funkcja Kc(x) = 1

3
x2 − 3x + 12 , a zale»no±¢ dochodu

od wielko±ci produkcji funkcja R(x) = 12x− x2. Zbada¢ w jaki sposób zmienia si¦ zysk
przedsi¦biorstwa ze zmian¡ wielko±ci produkcji.
Zadanie 9. Dana jest funkcja kosztów w zale»no±ci od wielko±ci produkcji K(x) =
2
3
x3 − 7x2 + 20x. Popyt x na towar istnieje przy cenie p(x) = 2

3
x2 − x + 2. Cena jest

zawsze dobierana tak, by sprzeda¢ caª¡ produkcj¦.
a) Znale¹¢ funkcj¦ kosztu kra«cowego, przeci¦tnego, oraz utargu (przychodu) caªkowitego
w zale»no±ci od wielko±ci produkcji.
b) Jaka jest funkcja zysku?
c) Dla jakich x koszty kra«cowe s¡ ujemne?
d) Dla jakich x ∈ [0, 10] zysk jest maksymalny? Ile wynosi?
Zadanie 10. Popyt na telewizory w pewnym mie±cie ksztaªtowaª si¦ wedªug wzoru
D(t) = 1

1+2e−2t , gdzie t jest czasem wyra»onym w latach. Po jakim czasie tempo wzrostu
popytu zacz¦ªo spada¢? Jak zmieniaª si¦ wtedy popyt na telewizory?

Dobrej zabawy!
Grzesiek Kosiorowski


