Analiza - zestaw 2
Szeregi i ciggtosé funkceji

Zadania na ¢wiczenia:
I. Na podstawie definicji, wiadomosci o szeregach harmonicznych i twierdzenia o szeregu
geometrycznym, zbadaé, czy ponizsze szeregi sa zbiezne. Jedli tak, obliczy¢ ich sume:
oo 7" o0 3n+lnn
Do dyskusji: > ", 57, > oq Tt
Do rozwigzania:

[e.9]

1-3-2"+2.3"
Z 22n—1
n=1
I1. (do dyskusji) Czy zbiezne sa szeregi: > W7 Dot %ﬁ: Do Q/Lnj

1. (do dyskusji) Czy suma dwoch funkeji, ktore sa ciagte w punkcie a moze nie by¢
ciagta w punkcie a? Czy suma dwoch funkeji, ktore nie sg ciggle w punkcie a moze by¢
ciagta w punkcie a?

IV. Zbada¢ ciagto$¢ funkeji f:

2 _
%, dla x <0

fa)=3 (26 +3)", da0<z<1,

(20— 1)1, dlaz>1
V. Dla jakich wartoéci parametrow a, b i ¢ funkcja f jest ciaglta w xq?

(ex’20sta Iy 5 > ]
@) h(z) = 1§ dla x =1; 29 = 1.
=t dlaz <1
T + (ﬁ)log‘”’(_l_z), dlaz < —1
b f@ =14, dla z = —1,; 20 = —1.
\%7 dla z > —1.

VI. (do przemyslenia wspolnego) Korzystajac z twierdzenia Weierstrassa udowodni¢, ze
jesli funkcja samopoczucia osoby konsumujacej paczki w Ttusty Czwartek w zaleznosci
od ilosci zjedzonych paczkow jest ciggta i jesli ta osoba generalnie lubi paczki, to ist-
nieje optymalna ilo$¢ paczkow, ktora ta osoba powinna skonsumowaé, zeby czué sie jak
najlepiej.

VII. Korzystajac z twierdzenia Darboux wskaza¢ przedzial o dlugosci 1 (najlepiej taki,
ktorego koncami sa liczby catkowite), taki, ze dane rownanie posiada co najmniej jedno
rozwigzanie w tym przedziale:

a) 28 + 222 +3 =1, b) 3* = 22% + 322 + x + 25.

Zadania domowe:
Zadanie 1. Na podstawie definicji i twierdzeni z wykltadu, zbadaé, czy ponizsze szeregi
sa zbiezne. Jedli tak, obliczy¢ ich sume:
o0 5 o0 5" 00 3'n+4n+2 00 5—ont4
a) anl 42n+1> b) anl T7 C) anl 7n+1 9 d) anl 32n ’
00 2n+173n+2+4n e’ 22n+1732n—1 00 1 00 n+3
e) Zn:l 3.57 ) f) Zn:l 8n ) g) Zn:l n(n+1)° h) Zn:l hl n+2°
Zadanie 2. Sprawdzi¢, czy ponizsze szeregi spetniaja warunek konieczny zbieznosci
szeregu liczbowego:

(e8] n n n oo sinnl! oo nZ4n 0 o] n—1\n
a) 3ol {f(5)m + (B)m, ) 3oL, B o) 3000 R ) o it g, e) Do, (B)
Zadanie 3. Zbada¢ cigglos¢ funkeji f:

) f(x)z{ﬁl dlaz < -1

z+1
:{% dlaw# -2

22 -3, dlaz>-1’
3, dlaz=-2"

b) f(x)



2

3r—1, dlax <0
C)ﬂx):{x?—l, dlaz>0
(1-22, dlaz<0
d) fl) =< (x—1)?, dla0<z<2;
(4 — =, dla x > 2
(4— 22, dla0<|z| <2
e) f(z) =< 4, dla |z| > 2 ;
2, dla z € {0,2}
2% 4 3, dlaz <0
b flz) = (r—2)?2, dlax>0"

Zadanie 4. Jaka warto$¢ musza przyjmowac¢ parametry a,b,c i jaka wartos¢ maja odpo-
wiednie symbole ;77 by funkcje f, g, h, k, | byly ciagte?
1

(@22 dlaz >0
a) f(z) =<7, dlaz=0.
[ dlaz <0
logy(z +4), dlaz >0
b) g(z) = ¢ ?, dlax=0.
((1+bz)s, dlaz<0
a-t= dla z < 2
¢) h(z) = ¢ b, dla x = 2;
|7+ (z+ 1)le2 dla x> 2.
Q) k(x):{a:cQ—:c,l dlax§2'
(x—1)==2, dlaz>2

(V3+ V/5)*, dlax >0

l(z) = .
) U(z) {aegﬂ—l, dla z <0

Zadanie 5. Korzystajac z twierdzenia Weierstrassa udowodnié¢, ze wsrod prostokatow
wpisanych w trojkat rownoboczny o boku a istnieje taki, ktory ma najwieksze pole z nich
wszystkich.
Zadanie 6. Korzystajac z twierdzenia Darboux wskaza¢ przedzial o dtugosci 1 (najlepie;
taki, ktorego koncami sa liczby calkowite), taki, ze dane réwnanie posiada co najmniej
jedno rozwigzanie w tym przedziale:
a)sinZ = sz + 13 b) 22 — 5 = 0;
¢) ¥3 = 4x? + 9z + 15; d) 23 + 622 + Tx + 5 = 0;
e) x3 — 22? + x = 4; f) 223 + 60z + 18 = 212,
g) e — 1= 5255 h) 2 + 60 = 52® + 20; i) 2° +2” = 2! + 2.
Zadanie 7. Korzystajac z twierdzenia Darboux udowodni¢ nastepujace twierdzenie o
nalesniku z dzemem: Dany jest nalesnik (dla uproszeczenia: zaktadamy, ze jest catkowicie
ptaski i ma ksztaltt kota bez dziur - ale bez tych zalozen twierdzenie i tak by dziatalo). Na
naleéniku w dowolny sposob rozktadamy dzem. Teza: nale$nik z dzemem da sie przekroic
jednym cieciem noza (czyli linia prosta) tak, by po obu stronach ciecia bylo tyle samo
naleénika i tyle samo dzemu.
Dobrej zabawy!
Grzesiek Kosiorowski



