
Analiza - zestaw 2
Szeregi i ci¡gªo±¢ funkcji

Zadania na ¢wiczenia:
I. Na podstawie de�nicji, wiadomo±ci o szeregach harmonicznych i twierdzenia o szeregu
geometrycznym, zbada¢, czy poni»sze szeregi s¡ zbie»ne. Je±li tak, obliczy¢ ich sum¦:
Do dyskusji:

∑∞
n=1

7n

2n
,
∑∞

n=1
3n+lnn
n2 .

Do rozwi¡zania:

∞∑
n=1

1− 3 · 2n + 2 · 3n

22n−1

II. (do dyskusji) Czy zbie»ne s¡ szeregi:
∑∞

n=1
1

n√2n+3n+4n
,
∑∞

n=1
1
3√n ,

∑∞
n=1

1
3√
n4

III. (do dyskusji) Czy suma dwóch funkcji, które s¡ ci¡gªe w punkcie a mo»e nie by¢
ci¡gªa w punkcie a? Czy suma dwóch funkcji, które nie s¡ ci¡gªe w punkcie a mo»e by¢
ci¡gªa w punkcie a?
IV. Zbada¢ ci¡gªo±¢ funkcji f :

f(x) =


x2+2x−3
x2−1 , dla x ≤ 0(
2

1
x + 3

1
x

)x
, dla 0 ≤ x ≤ 1

(2x− 1)
1

x2−1 , dla x > 1

.

V. Dla jakich warto±ci parametrów a, b i c funkcja f jest ci¡gªa w x0?

a) h(x) =


ax2−2ax+a

x2−1 , dla x > 1

b, dla x = 1
cx−1
x2+1

, dla x < 1

; x0 = 1.

b) f(x) =


x+

(
1
4x

)log3(−1−x) , dla x < −1
a, dla x = −1,
x2−(b−1)x−b
2x2+7x+5

, dla x > −1.
; x0 = −1.

VI. (do przemy±lenia wspólnego) Korzystaj¡c z twierdzenia Weierstrassa udowodni¢, »e
je±li funkcja samopoczucia osoby konsumuj¡cej p¡czki w Tªusty Czwartek w zale»no±ci
od ilo±ci zjedzonych p¡czków jest ci¡gªa i je±li ta osoba generalnie lubi p¡czki, to ist-
nieje optymalna ilo±¢ p¡czków, któr¡ ta osoba powinna skonsumowa¢, »eby czu¢ si¦ jak
najlepiej.
VII. Korzystaj¡c z twierdzenia Darboux wskaza¢ przedziaª o dªugo±ci 1 (najlepiej taki,
którego ko«cami s¡ liczby caªkowite), taki, »e dane równanie posiada co najmniej jedno
rozwi¡zanie w tym przedziale:
a) x3 + 2x2 + 3 = x, b) 3x = 2x3 + 3x2 + x+ 25.

Zadania domowe:
Zadanie 1. Na podstawie de�nicji i twierdze« z wykªadu, zbada¢, czy poni»sze szeregi
s¡ zbie»ne. Je±li tak, obliczy¢ ich sum¦:
a)
∑∞

n=1
5

42n+1 , b)
∑∞

n=1
5n

4
, c)

∑∞
n=1

3n+4n+2

7n+1 , d)
∑∞

n=1
5−2n+4

32n
,

e)
∑∞

n=1
2n+1−3n+2+4n

3·5n , f)
∑∞

n=1
22n+1−32n−1

8n
, g)

∑∞
n=1

1
n(n+1)

, h)
∑∞

n=1 ln
n+3
n+2

.

Zadanie 2. Sprawdzi¢, czy poni»sze szeregi speªniaj¡ warunek konieczny zbie»no±ci
szeregu liczbowego:

a)
∑∞

n=1
n

√
(1
3
)n + (2

5
)n, b)

∑∞
n=1

sinn!
n

, c)
∑∞

n=1
3n2+n+1

1+n3 , d)
∑∞

n=1 n tg 1
n
, e)
∑∞

n=1(
n−1
n+3

)n+2.

Zadanie 3. Zbada¢ ci¡gªo±¢ funkcji f :

a) f(x) =

{
x2−1
x+1

, dla x < −1
x2 − 3, dla x ≥ −1

;

b) f(x) =

{
x−1
x+2

, dla x 6= −2
3, dla x = −2

;

1



2

c) f(x) =

{
3x− 1, dla x ≤ 0

x2 − 1, dla x > 0
;

d) f(x) =


1− x2, dla x < 0

(x− 1)2, dla 0 ≤ x ≤ 2

4− x, dla x > 2

;

e) f(x) =


4− x2, dla 0 < |x| < 2

4, dla |x| > 2

2, dla x ∈ {0, 2}
;

f) f(x) =

{
2x + 3, dla x ≤ 0

(x− 2)2, dla x > 0
.

Zadanie 4. Jak¡ warto±¢ musz¡ przyjmowa¢ parametry a,b,c i jak¡ warto±¢ maj¡ odpo-
wiednie symbole �?�, by funkcje f , g, h, k, l byªy ci¡gªe?

a) f(x) =


ax+2

1
x

ax
, dla x > 0

?, dla x = 0
(a+1)x2+2x
x(x+1)

, dla x < 0

.

b) g(x) =


log2(x+ 4), dla x > 0

?, dla x = 0

(1 + bx)
1
x , dla x < 0

.

c) h(x) =


2x2+(a−4)x−2a

x2−9x+14
, dla x < 2

b, dla x = 2,

x+ (x+ 1)log2(x−2), dla x > 2.

;

d) k(x) =

{
ax2 − x, dla x ≤ 2

(x− 1)
1

x−2 , dla x > 2
.

e) l(x) =

{
( x
√
3 + x
√
5)x, dla x > 0

aex + 1, dla x ≤ 0
.

Zadanie 5. Korzystaj¡c z twierdzenia Weierstrassa udowodni¢, »e w±ród prostok¡tów
wpisanych w trójk¡t równoboczny o boku a istnieje taki, który ma najwi¦ksze pole z nich
wszystkich.
Zadanie 6. Korzystaj¡c z twierdzenia Darboux wskaza¢ przedziaª o dªugo±ci 1 (najlepiej
taki, którego ko«cami s¡ liczby caªkowite), taki, »e dane równanie posiada co najmniej
jedno rozwi¡zanie w tym przedziale:
a) sin πx

2
= 1

2
x+ 1

4
; b) x2 − 5 = 0;

c) x3 = 4x2 + 9x+ 15; d) x3 + 6x2 + 7x+ 5 = 0;
e) x3 − 2x2 + x = 4; f) 2x3 + 60x+ 18 = 21x2;
g) ex − 1 = 3

2(x+1)
; h) x3 + 6x = 5x2 + 20; i) x5 + x2 = x4 + 2.

Zadanie 7. Korzystaj¡c z twierdzenia Darboux udowodni¢ nast¦puj¡ce twierdzenie o
nale±niku z d»emem: Dany jest nale±nik (dla uproszeczenia: zakªadamy, »e jest caªkowicie
pªaski i ma ksztaªt koªa bez dziur - ale bez tych zaªo»e« twierdzenie i tak by dziaªaªo). Na
nale±niku w dowolny sposób rozkªadamy d»em. Teza: nale±nik z d»emem da si¦ przekroi¢
jednym ci¦ciem no»a (czyli lini¡ prost¡) tak, by po obu stronach ci¦cia byªo tyle samo
nale±nika i tyle samo d»emu.

Dobrej zabawy!
Grzesiek Kosiorowski


