
Algebra - zestaw 9

Formy kwadratowe i model Leontiewa przepªywów mi¦dzygaª¦ziowych.

Zadania na ¢wiczenia:
I. Wyznaczy¢ macierz i zbada¢ okre±lono±¢ formy kwadratowej zadanej wzorem:
a) f(x, y, z) = −3x2 − 2y2 − 6z2 + 2xy + 2xz + 4yz;
b) f(x, y, z) = x2 + 9y2 + 3z2 − 6xy.
II. Dana jest macierz formy kwadratowej. Poda¢ wzór tej formy kwadratowej i zbada¢
jej okre±lono±¢:

M =

−1 2 1
2 −7 3
1 3 −2


.
III. Niech A ∈ M(3, 3), za± jej warto±ci wªasne to −1, 0, 2. Które stwierdzenia s¡ praw-
dziwe?
a) Macierz AT − 4I jest okre±lona ujemnie,
b) Suma warto±ci wªasnych macierzy ATA wynosi 5,
c) det(A(AT + I)) = 1,
d) Je±li A jest symetryczna, to warto±ci wªasne macierzy ATA to 0, 1, 4.
IV. Dla jakich warto±ci x poni»sza macierz jest dodatnio okre±lona? log2 x 1

√
x− 3

1 1 0√
x− 3 0 0


V. Dana jest gospodarka o macierzy przepªywów mi¦dzygaª¦ziowych: [yij] =

[
3 5
4 7

]
oraz

wektorze produkcji ko«cowej (popytu zewn¦trznego): d =

[
2
9

]
. Wyznaczy¢ macierze

wspóªczynników kosztów i Leontiewa dla caªego modelu, a nast¦pnie zaplanowa¢, jak
musi zmieni¢ si¦ globalny produkt, by dostosowa¢ si¦ do zmiany popytu zewn¦trznego w
wysoko±ci ∆d1 = 3, ∆d2 = 0.
VI. Rozwa»amy gospodark¦ zªo»on¡ z trzech gaª¦zi produkcji: w¦gla, elektryczno±ci i
kolei. Wyprodukowanie w¦gla o warto±ci 1 dolara wymaga wykorzystania energii elek-
trycznej o warto±ci 0,25 dolara i transportu o koszcie 0,25 dolara. Produkcja energii
elektrycznej o warto±ci 1 dolara wymaga zu»ycia w¦gla o warto±ci 0,65 dolara, elektrycz-
no±ci o warto±ci 0,05 dolara na jego przerób i 0,05 dolara na jego transport. Dostarczenie
usªugi transportowej o warto±ci 1 dolara wymaga wykorzystania w¦gla o warto±ci 0,55 do-
lara i energii elektrycznej o warto±ci 0,1 dolara. Tygodniowy popyt zewn¦trzny na w¦giel
jest na poziomie 50 000 dolarów, na elektryczno±¢ za± na poziomie si¦ 25 000 dolarów.
Nie ma ustalonego popytu zewn¦trznego na transport kolejowy. Wyznacz tygodniowy
plan produkcji dla omawianych gaª¦zi.

Zadania domowe:
Zadanie 1. Dana jest macierz formy kwadratowej. Poda¢ wzór tej formy kwadratowej
i zbada¢ jej okre±lono±¢:

a)

 0 −3 2
−3 −1 1
2 1 −4

, b)[2 1
1 −1

]
, c)

4 1 0
1 −2 2
0 2 −1

.
Zadanie 2. Wyznaczy¢ macierz i zbada¢ okre±lono±¢ formy kwadratowej zadanej wzo-
rem:
a) f(x, y) = 2x2 + y2 + 2xy; b) f(x, y) = x2 + y2 + 2xy;
c) f(x, y, z) = 2x2 + y2 + 4z2 + 2xy − 4xz;
d) f(x, y, z) = −x2 − y2 − z2 + 2

3
xy + 2

3
xz;

1



2

e) f(x, y, z, v) = −2x2 − 2y2 − 3z2 − 4v2 + 2xz + 4xv − 6zv;
f) f(x, y, z, v) = x2 + 2y2 + z2 + 4v2 + 2xy + 8yv;
g) f(x, y) = y2 + 2xy;
h) f(x, y, z) = 2x2 + 3y2 + 3z2 − 4xy + 4xz − 6yz;
i) f(x, y, z) = −2x2 − 5y2 − 3z2 − 4xy + 6yz.
Zadanie 3. Dana jest macierz przepªywów mi¦dzygaª¦ziowych pewnej gospodarki:

[yij] =

30 30 10
60 10 20
15 20 5


oraz wielko±ci produktów ko«cowych d1 = 80, d2 = 10, d3 = 10.
a) Jakie s¡ warto±ci produkcji caªkowitych poszczególnych gaª¦zi?
b) Znale¹¢ macierz wspóªczynników kosztów.
Zadanie 4. Dana jest macierz przepªywów mi¦dzygaª¦ziowych:

[yij] =

200 0 50
30 250 0
0 100 180


oraz wielko±ci produktów ko«cowych d1 = 50, d2 = 70, d3 = 20.
a) Obliczy¢ o ile wzro±nie wielko±¢ produktów ko«cowych, je±li produkcja caªkowita wzro-
±nie odpowiednio o ∆x1 = 30, ∆x2 = 140, ∆x3 = 60.
b) O ile powinny wzrosn¡¢ produkcje caªkowite poszczególnych gaª¦zi, je»eli za»¡da
si¦ wzrostu wielko±ci produktów ko«cowych w ka»dej gaª¦zi odpowiednio o ∆d1 = 20,
∆d2 = 21, ∆d3 = 22.
c) Przy niezmienionych warunkach technologicznych, ustali¢ plan produkcji caªkowitych
tak, by gaª¡¹ pierwsza wytwarzaªa produkt ko«cowy o warto±ci 30, druga 50, a trzecia 4.
Jakie b¦d¡ wtedy przepªywy mi¦dzygaª¦ziowe z gaª¦zi pierwszej?
Zadanie 5. W modelu Leontiewa dane jest:

a) Macierz Y =

[
0, 4 0, 3
0, 1 0, 6

]
oraz wektor produktów ko«cowych d =

[
21
42

]
. Wyznaczy¢

wektor produkcji globalnej i tabel¦ przepªywów mi¦dzygaª¦ziowych. O ile powinna wzro-
sn¡¢ produkcja globalna, je±li za»¡damy wzrostu wielko±ci produktów ko«cowych o
∆d1 = 3, ∆d2 = 3?

b) Macierz Y =

0, 8 0, 1 0, 1
0, 1 0, 5 0, 2
0, 1 0, 2 0, 7

 i wektor produkcji globalnej d =

80
50
70

. Wyznaczy¢

wektor produktów ko«cowych. O ile wzro±nie wielko±¢ produktów ko«cowych, je±li pro-
dukcja caªkowita wzro±nie o ∆x1 = 20, ∆x2 = 50, ∆x3 = 30?

c) Tablica przepªywów mi¦dzygaª¦ziowych Y =

50 20 20
30 30 10
20 50 15

 i wektor produkcji

globalnej x =

150
90
130

. Wyznaczy¢ macierz wspóªczynników kosztów i wektor produk-

tów ko«cowych.

d) Macierz Leontiewa L =

[
5
8

0
−1

8
1
2

]
. Jakie b¦d¡ warto±ci produkcji globalnych, gdy

warto±ci produktów ko«cowych s¡ odpowiednio równe 10 i 20? Jakie b¦d¡ przepªywy z
gaª¦zi pierwszej, gdy produkcja globalna tej gaª¦zi zmaleje o 10?
Zadanie 6. W modelu Leontiewa dana jest macierz wspóªczynników nakªadów Y =[
0, 5 0, 3
0, 4 0, 5

]
Jaka b¦dzie zmiana produkcji globalnej (caªkowitej) ∆x, je±li za»¡damy wzro-

stu produktów ko«cowych (eksportowych) o ∆d1 = 50, ∆d2 = 100? O ile zmieni¡ si¦
elementy drugiego wiersza tabeli przepªywów mi¦dzygaª¦ziowych?


