Algebra - zestaw 8

Dyskretna dynamika liniowa

Zadania na ¢wiczenia:
I. Dwa sklepy: A i B maja dominujgca pozycje na rynku sprzedazy wihajstréw. Wihaj-
stry te kupuje w kazdym miesigcu grupa 440 klientow, ktorzy uzywaja je do produkeji
ustrojstw. Co miesiac, Srednio % klientow, ktorzy w poprzednim miesigcu kupowali wi-
hajstry w sklepie A, kupuje teraz w sklepie B. Jednoczesnie, $rednio % klientow, ktorzy
w poprzednim miesigcu kupowali wihajstry w sklepie B, kupuje teraz w sklepie A. Po-
zostali kupuja w tym samym sklepie co wcze$niej. Sformutowaé uktad rownari dynamiki
zwigzanej z tym problemem, wyznaczy¢ jego macierz przejécia i stan réwnowagi. Czy
stan rownowagi tego uktadu jest jego stanem granicznym? OdpowiedzZ uzasadnié.
II. Probka 7500 komorek zostala w laboratorium wystawiona na dzialanie pewnego wi-
rusa i pewnego leku. Badano 3 mozliwe stany komorek: zdrowe, zainfekowane i chore.
Zaobserwowano, ze w ciagu kazdej godziny % zdrowych komorek stawala sie zainfeko-
wanymi, z komorek zainfekowanych % zmieniata sie¢ w komorki chore, za$ % powracata
do stanu komorek zdrowych, a z komorek chorych % stawala sie komorkami zdrowymi
(pozostate komorki pozostawaly w tym stanie, w jakim byty przy poprzednim pomia-
rze). Sformutowaé uktad rownan dynamiki zwiazanej z tym problemem, wyznaczy¢ jego
macierz przejécia i stan rownowagi. Czy stan réwnowagi tego uktadu jest jego stanem
granicznym? OdpowiedzZ uzasadni¢.
III. (Z badan H. Bernadelliego). Osobniki pewnego gatunku chrzaszczy zyja co najwyzej
trzy lata i rozmnazaja sie w trzecim roku. Przezywaja pierwszy rok z prawdopodo-
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bienstwem % , drugi z prawdopodobieristwem 3, a w trzecim maja srednio 6 potomkow.

Dynamika sterujaca populacja chrzaszczy jest zadana nastepujaca macierzqg chrzqszczy:
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Pokazaé¢, ze A3 = I i przeanalizowa¢ zmiany w populacji chrzaszczy w ciggu 6 lat, jesli

wystartujemy od populacji liczacej po 300 chrzaszezy w kazdym wieku.

Zadania domowe:
] ) ~ 10,6 0,4 _ 10,6 0,1 _ 10,6 0,1 } ko
Zadanie 1. Niech A = [074 0,6}’ B = [0,8 0,6]’ C = [O, 1o, 2]. Czy kh_)rgoA =0,

lim B¥ =0, lim C* = 0 (gdzie przez 0 rozumiemy macierz wymiaru 2 X 2 o wszystkich
k—o00 k—o00

wyrazach zerowych)?

Czy ktoras z tych macierzy jest macierza Markowa?

Zadanie 2. Badamy epidemie, w ktorej w kazdym miesigcu potowa zdrowych zachoruje,
trzecia cze$¢ chorych wyzdrowieje, a czwarta cze$¢ chorych umrze. Sformutowaé uktad
rownan dynamiki zwigzanej z tym problemem, wyznaczy¢ jego macierz przejscia i stan
rownowagi. Czy macierz przejécia w tym uktadzie jest macierza Markowa?

Zadanie 3. Dana jest firma transportowa, majaca 3 bazy: w Warszawie, Krakowie i
Wroctawiu i 240 ciezaréwek. W kazdym miesigcu poltowa ciezarowek firmy z Krakowa i
Warszawy trafia do Wroctawia (a druga polowa zostaje w swoim miescie). Z kolei polowa
ciezarowek z Wroclawia trafia do Krakowa, a potowa do Warszawy. Wyznaczy¢ macierz
przejscia A oraz jej stan rownowagi dla tej sytuacji.

Zadanie 4. Miedzynarodowa korporacja operuje kapitatem 4 miliardéw dolaréw w trzech
siedzibach: w Ameryce, w Europie i w Azji. Na poczatku po 2 miliardy znajduje sie
w Ameryce i w Europie. Kazdego roku, polowa ,amerykanskich” pieniedzy zostaje na
miejscu, a po }l trafia do Europy i Azji. Natomiast w przypadku Europy i Azji potowa
zostaje na miejscu, a polowa trafia do Ameryki.

Znalez¢ macierz przejécia tego procesu, wyznaczy¢ wartosci i wektory wlasne tej macierzy,

znalez¢ rozktad tej kwoty po 20 latach oraz ,w odleglej przysztosci” (tj. stan graniczny).
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Zadanie 5. W pewnym kraju w 300-osobowym parlamencie wszystkie mandaty dzielg
miedzy siebie dwie partie: Unia Algebraikow oraz Sojusz Logikow. Wiemy, ze co roku
% postéw Unii Algebraikow przenosi sie do Sojuszu Logikéw. Podobnie w kazdym roku
% postow Sojuszu Logikéw staje si¢ postami Unii Algebraikow. Dla ilu postow w Unii
Algebraikow uktad osigga stan rownowagi? Czy jest on stanem granicznym ukladu?
Zadanie 6. Obywatele Republiki Algebraicznej w liczbie 740 tysiecy co roku jezdza na
wakacje w gory lub nad morze. W kazdym roku % 0sob, ktore w poprzednim roku jechato
w gory, tym razem jedzie nad morze. Jednoczesnie % 0sob, ktore w poprzednim roku byty
nad morzem, jedzie w kolejnym w gory. Sformutowac uktad rownan dynamiki zwigzanej z
tym problemem, wyznaczy¢ jego macierz przejscia i stan rownowagi. Czy stan réwnowagi
tego uktadu jest jego stanem granicznym? OdpowiedZ uzasadnié.

Zadanie 7. Roczne wydatki militarne dwoch nieprzyjaznych panstw w roku ¢ wynosza
odpowiednio x; i 3. Zmiany wydatkow kazdego z supermocarstw w kazdym roku za-
leza od budzetu przeciwnika (sa wieksze, gdy przeciwnik duzo wydaje) i od aktualnych
wlasnych wydatkow (sa zmniejszane, gdy dane panistwo wydaje za duzo). Otrzymujemy
stad rownania x4 = (1 — a)x; + by, oraz y,p = cxy + (1 — d)y, gdzie a,b,c,d € (0, 1).
0] .
0 Jest stanem
rownowagi tego rownania. Jednak, by stan réwnowagi byl rzeczywistym rozwigzaniem
danego zagadnienia musimy sprawdzi¢, czy faktycznie mozliwe jest, ze dla stanu poczat-

Wyznaczy¢ macierz przejscia A tej dynamiki. Sprawdzi¢, ze jedynie

. 10] . . L
kowego B} otrzymamy, ze [O} jest stanem granicznym. W szczego6lnosci, by zaszto to

dla dowolnych stanéw poczatkowych musi by¢ kh_)rgo AF = 8 8 . Jakie warunki musza
spetniaé a, b, c, d, by tak sie zdarzylo? Wskazowka - uzy¢ twierdzenia o sumie i iloczynie
wartosci wtasnych.
Wersja tatwiejsza zadania: sprawdzi¢ czy tak sie dzieje dla a = 0,75, b = d = 0,5,
c=0,257 Adlaa=0,25,b=c=d=0,5?
Zadanie 8. Zalozmy, ze gospodarka danego panstwa moze znajdowaé sie w dwu stanach:
ozywienia i recesji. Jesli w danym roku panuje stan ozywienia, to pozostanie on taki z
prawdopodobienistwem p, a zmieni sie na recesje z prawdopodobienstwem 1 — p. Jesli w
danym roku panuje stan recesji, to pozostanie on taki z prawdopodobienstwem ¢, a zmieni
sie na ozywienie z prawdopodobienstwem 1 — g. Zapisa¢ macierz przejscia tej dynamiki
i znalez¢ stan réownowagi tego uktadu spelniajgcy warunek: suma wspotrzednych tego
stanu jest rowna 1 (interpretacja takiego stanu réwnowagi: wektor prawdopodobieristw
ozywienia i recesji w jakims odlegtym roku). Znalez¢ warunek opisujacy (w zaleznosci od
p1iq), kiedy w dlugim okresie ozywienie jest bardziej prawdopodobne niz recesja.
Wersja tatwiejsza zadania: sprawdzi¢, co sie dzieje (tj. jaki jest wektor prawdopodo-
biefistw ozywienia i recesji) dla p=0,7i¢=0,6 oraz dlap=1igq=3.
Dobrej zabawy!
Grzesiek Kosiorowski



