
Algebra - zestaw 8

Dyskretna dynamika liniowa

Zadania na ¢wiczenia:
I. Dwa sklepy: A i B maj¡ dominuj¡c¡ pozycj¦ na rynku sprzeda»y wihajstrów. Wihaj-
stry te kupuje w ka»dym miesi¡cu grupa 440 klientów, którzy u»ywaj¡ je do produkcji
ustrojstw. Co miesi¡c, ±rednio 1

3
klientów, którzy w poprzednim miesi¡cu kupowali wi-

hajstry w sklepie A, kupuje teraz w sklepie B. Jednocze±nie, ±rednio 2
5
klientów, którzy

w poprzednim miesi¡cu kupowali wihajstry w sklepie B, kupuje teraz w sklepie A. Po-
zostali kupuj¡ w tym samym sklepie co wcze±niej. Sformuªowa¢ ukªad równa« dynamiki
zwi¡zanej z tym problemem, wyznaczy¢ jego macierz przej±cia i stan równowagi. Czy
stan równowagi tego ukªadu jest jego stanem granicznym? Odpowied¹ uzasadni¢.
II. Próbka 7500 komórek zostaªa w laboratorium wystawiona na dziaªanie pewnego wi-
rusa i pewnego leku. Badano 3 mo»liwe stany komórek: zdrowe, zainfekowane i chore.
Zaobserwowano, »e w ciagu ka»dej godziny 1

3
zdrowych komórek stawaªa si¦ zainfeko-

wanymi, z komórek zainfekowanych 1
2
zmieniaªa si¦ w komórki chore, za± 1

6
powracaªa

do stanu komórek zdrowych, a z komórek chorych 1
4
stawaªa si¦ komórkami zdrowymi

(pozostaªe komórki pozostawaªy w tym stanie, w jakim byªy przy poprzednim pomia-
rze). Sformuªowa¢ ukªad równa« dynamiki zwi¡zanej z tym problemem, wyznaczy¢ jego
macierz przej±cia i stan równowagi. Czy stan równowagi tego ukªadu jest jego stanem
granicznym? Odpowied¹ uzasadni¢.
III. (Z bada« H. Bernadelliego). Osobniki pewnego gatunku chrz¡szczy »yj¡ co najwy»ej
trzy lata i rozmna»aj¡ si¦ w trzecim roku. Prze»ywaj¡ pierwszy rok z prawdopodo-
bienstwem 1

2
, drugi z prawdopodobie«stwem 1

3
, a w trzecim maj¡ ±rednio 6 potomków.

Dynamika steruj¡ca populacj¡ chrz¡szczy jest zadana nastepuj¡c¡ macierz¡ chrz¡szczy :

A =

0 0 6
1
2

0 0
0 1

3
0

.
Pokaza¢, »e A3 = I i przeanalizowa¢ zmiany w populacji chrz¡szczy w ci¡gu 6 lat, je±li
wystartujemy od populacji licz¡cej po 300 chrz¡szczy w ka»dym wieku.

Zadania domowe:

Zadanie 1. Niech A =

[
0, 6 0, 4
0, 4 0, 6

]
, B =

[
0, 6 0, 1
0, 8 0, 6

]
, C =

[
0, 6 0, 1
0, 1 0, 2

]
. Czy lim

k→∞
Ak = 0,

lim
k→∞

Bk = 0, lim
k→∞

Ck = 0 (gdzie przez 0 rozumiemy macierz wymiaru 2× 2 o wszystkich

wyrazach zerowych)?
Czy która± z tych macierzy jest macierz¡ Markowa?
Zadanie 2. Badamy epidemi¦, w której w ka»dym miesi¡cu poªowa zdrowych zachoruje,
trzecia cz¦±¢ chorych wyzdrowieje, a czwarta cz¦±¢ chorych umrze. Sformuªowa¢ ukªad
równa« dynamiki zwi¡zanej z tym problemem, wyznaczy¢ jego macierz przej±cia i stan
równowagi. Czy macierz przej±cia w tym ukªadzie jest macierz¡ Markowa?
Zadanie 3. Dana jest �rma transportowa, maj¡ca 3 bazy: w Warszawie, Krakowie i
Wrocªawiu i 240 ci¦»arówek. W ka»dym miesi¡cu poªowa ci¦»arówek �rmy z Krakowa i
Warszawy tra�a do Wrocªawia (a druga poªowa zostaje w swoim mie±cie). Z kolei poªowa
ci¦»arówek z Wrocªawia tra�a do Krakowa, a poªowa do Warszawy. Wyznaczy¢ macierz
przej±cia A oraz jej stan równowagi dla tej sytuacji.
Zadanie 4. Mi¦dzynarodowa korporacja operuje kapitaªem 4 miliardów dolarów w trzech
siedzibach: w Ameryce, w Europie i w Azji. Na pocz¡tku po 2 miliardy znajduje si¦
w Ameryce i w Europie. Ka»dego roku, poªowa �ameryka«skich� pieni¦dzy zostaje na
miejscu, a po 1

4
tra�a do Europy i Azji. Natomiast w przypadku Europy i Azji poªowa

zostaje na miejscu, a poªowa tra�a do Ameryki.
Znale¹¢ macierz przej±cia tego procesu, wyznaczy¢ warto±ci i wektory wªasne tej macierzy,
znale¹¢ rozkªad tej kwoty po 20 latach oraz �w odlegªej przyszªo±ci� (tj. stan graniczny).

1



2

Zadanie 5. W pewnym kraju w 300-osobowym parlamencie wszystkie mandaty dziel¡
mi¦dzy siebie dwie partie: Unia Algebraików oraz Sojusz Logików. Wiemy, »e co roku
1
3
posªów Unii Algebraików przenosi si¦ do Sojuszu Logików. Podobnie w ka»dym roku

1
6
posªów Sojuszu Logików staje si¦ posªami Unii Algebraików. Dla ilu posªów w Unii

Algebraików ukªad osi¡ga stan równowagi? Czy jest on stanem granicznym ukªadu?
Zadanie 6. Obywatele Republiki Algebraicznej w liczbie 740 tysi¦cy co roku je»dz¡ na
wakacje w góry lub nad morze. W ka»dym roku 3

4
osób, które w poprzednim roku jechaªo

w góry, tym razem jedzie nad morze. Jednocze±nie 4
7
osób, które w poprzednim roku byªy

nad morzem, jedzie w kolejnym w góry. Sformuªowa¢ ukªad równa« dynamiki zwi¡zanej z
tym problemem, wyznaczy¢ jego macierz przej±cia i stan równowagi. Czy stan równowagi
tego ukªadu jest jego stanem granicznym? Odpowied¹ uzasadni¢.
Zadanie 7. Roczne wydatki militarne dwóch nieprzyjaznych pa«stw w roku t wynosz¡
odpowiednio xt i yt. Zmiany wydatków ka»dego z supermocarstw w ka»dym roku za-
le»¡ od bud»etu przeciwnika (s¡ wi¦ksze, gdy przeciwnik du»o wydaje) i od aktualnych
wªasnych wydatków (s¡ zmniejszane, gdy dane pa«stwo wydaje za du»o). Otrzymujemy
st¡d równania xt+1 = (1 − a)xt + byt oraz yt+1 = cxt + (1 − d)yt, gdzie a, b, c, d ∈ (0, 1).

Wyznaczy¢ macierz przej±cia A tej dynamiki. Sprawdzi¢, »e jedynie

[
0
0

]
jest stanem

równowagi tego równania. Jednak, by stan równowagi byª rzeczywistym rozwi¡zaniem
danego zagadnienia musimy sprawdzi¢, czy faktycznie mo»liwe jest, »e dla stanu pocz¡t-

kowego

[
x
y

]
otrzymamy, »e

[
0
0

]
jest stanem granicznym. W szczególno±ci, by zaszªo to

dla dowolnych stanów pocz¡tkowych musi by¢ lim
k→∞

Ak =

[
0 0
0 0

]
. Jakie warunki musz¡

speªnia¢ a, b, c, d, by tak si¦ zdarzyªo? Wskazówka - u»y¢ twierdzenia o sumie i iloczynie
warto±ci wªasnych.
Wersja ªatwiejsza zadania: sprawdzi¢ czy tak si¦ dzieje dla a = 0, 75, b = d = 0, 5,
c = 0, 25? A dla a = 0, 25, b = c = d = 0, 5?
Zadanie 8. Zaªó»my, »e gospodarka danego pa«stwa mo»e znajdowa¢ si¦ w dwu stanach:
o»ywienia i recesji. Je±li w danym roku panuje stan o»ywienia, to pozostanie on taki z
prawdopodobie«stwem p, a zmieni si¦ na recesj¦ z prawdopodobie«stwem 1− p. Je±li w
danym roku panuje stan recesji, to pozostanie on taki z prawdopodobie«stwem q, a zmieni
si¦ na o»ywienie z prawdopodobie«stwem 1 − q. Zapisa¢ macierz przej±cia tej dynamiki
i znale¹¢ stan równowagi tego ukªadu speªniaj¡cy warunek: suma wspóªrz¦dnych tego
stanu jest równa 1 (interpretacja takiego stanu równowagi: wektor prawdopodobie«stw
o»ywienia i recesji w jakim± odlegªym roku). Znale¹¢ warunek opisuj¡cy (w zale»no±ci od
p i q), kiedy w dªugim okresie o»ywienie jest bardziej prawdopodobne ni» recesja.
Wersja ªatwiejsza zadania: sprawdzi¢, co si¦ dzieje (tj. jaki jest wektor prawdopodo-
bie«stw o»ywienia i recesji) dla p = 0, 7 i q = 0, 6 oraz dla p = 1

4
i q = 1

3
.

Dobrej zabawy!
Grzesiek Kosiorowski


