
Algebra - zestaw 7

Warto±ci i wektory wªasne. Diagonalizacja i pot¦gowanie macierzy

Zadania na ¢wiczenia:
I. Wyznaczy¢ warto±ci wªasne i ich wektory wªasne dla poni»szych macierzy:

A =

 1 −3 1
−3 1 −1
1 −1 5

 , B =

0 1 0
0 0 1
0 −1 0


II. Dla macierzy A i B z zadania I (korzystaj¡c z oblicze« tamtego zadania) wyznaczy¢
macierze odwrotne za pomoc¡ twierdzenia Cayleya-Hamiltona.
III. Korzystaj¡c z wyników zadania I, zdiagonalizowa¢ macierze z zadania I (czyli przed-
stawi¢ w postaci PDΛP

−1, gdzie DΛ jest macierz¡ przek¡tniow¡) i za pomoc¡ tej dia-
gonalizacji obliczy¢ A10 i B10 (10 pot¦gi konkretnych liczb mog¡ zosta¢ w wyniku, nie
trzeba ich oblicza¢).
IV. Dla macierzy symetrycznej A z zadania I przeprowadzi¢ diagonalizacj¦ symetryczn¡,
czyli przedstawi¢ j¡ w postaci PDΛP

T , gdzie P jest macierz¡ ortogonaln¡, a DΛ jest
postaci¡ diagonaln¡ macierzy. Przed przeprowadzeniem diagonalizacji sprawdzi¢ ortogo-
nalno±¢ macierzy P . Za pomoc¡ tej diagonalizacji obliczy¢ A4.
V. Dla macierzy symetrycznej

C =

 0, 92 −1, 44

−1, 44 0, 08


przeprowadzi¢ diagonalizacj¦ symetryczn¡, czyli przedstawi¢ j¡ w postaci PDΛP

T , gdzie
P jest macierz¡ ortogonaln¡, a DΛ jest postaci¡ diagonaln¡ macierzy. Przed przeprowa-
dzeniem diagonalizacji sprawdzi¢ ortogonalno±¢ macierzy P . Za pomoc¡ tej diagonalizacji
obliczy¢ C100 (w rozwi¡zaniu mog¡ si¦ pojawi¢ liczby typu x100 - nie trzeba wykonywa¢
pot¦gowania, jednak prosz¦ o wykonanie wszystkich pozostaªych mno»e«).
VI. Do wspólnego omówienia: wªasno±ci warto±ci i wektorów wªasnych.
a) Jaka jest relacja pomi¦dzy warto±ciami wªasnymi a wyznacznikiem i ±ladem macierzy?
b) Niech α ∈ R. Zaªó»my, »e znamy warto±ci wªasne macierzy A. Jak za ich pomoc¡
obliczy¢ warto±ci wªasne macierzy α · A , (A+ αI), A−1 (o ile istnieje), An, AT .
c) Jaki jest warunek wystarczaj¡cy na to, by wektory wªasne macierzy A byªy liniowo
niezale»ne?
d) Jaki jest warunek wystarczaj¡cy na to, by macierz byªa diagonalizowalna (czyli, »eby
daªo si¦ przeprowadzi¢ diagonalizacj¦)?
e) Co mo»emy powiedzie¢ o warto±ciach i wektorach wªasnych macierzy symetrycznych?
VII. Na podstawie informacji z poprzedniego zadania rozstrzygn¡¢ bez dokªadnego ob-
liczania warto±ci wªasnych, czy mo»liwe jest, by wszystkie warto±ci wªasne macierzy M
byªy tego samego znaku, gdy:

M =

2 3 1
3 1 3
1 3 1


.

VIII. Uzupeªni¢ macierz A =

[
0 1
· ·

]
, je±li warto±ci wªasne macierzy A to 4 i 7.

IX. Wyznaczy¢ macierz, której warto±ci wªasne to 1 i 4, a wektory wªasne to

[
1
3

]
i

[
1
2

]
.

1



2

Zadania domowe:
Zadanie 1. Dla poni»szych macierzy wyznaczy¢ ich warto±ci wªasne i wektory wªasne.

a)

 1 −1 1
−1 −1 2
3 0 1

, b)[3 5
4 2

]
, c)

2 0 1
0 3 1
0 6 2

, d) [−3 2
2 0

]

e)

3 4 −5
8 7 −2
2 −1 8

, f) [−7 −1
2 −5

]
, g)

1 −1 −11 1 0
3 0 1

, h) [0 −1
5 4

]
.

Zadanie 2. Dla macierzy z zadania 1, na podstawie oblicze« z tamtego zadania (nie
trzeba ich powtarza¢) za pomoc¡ równania Cayley'a-Hamiltona wyznaczy¢ (je±li to mo»-
liwe) macierze odwrotne, zdiagonalizowa¢ (przedstawi¢ w postaci PDΛP

−1, gdzie DΛ jest
macierz¡ przek¡tniow¡) i obliczy¢ 7-me pot¦gi tych macierzy za pomoc¡ tej diagonalizacji
(mo»na zostawi¢ w wyniku wyra»enia typu 57).
Zadanie 3. Znormalizowa¢ kolumny poni»szej macierzy do dªugo±ci 1, a nast¦pnie spraw-
dzi¢, czy tak zmody�kowana macierz jest macierz¡ ortogonaln¡:

a)

[
1 2
2 −1

]
, b)

[
5 −9
12 4

]
, c)

 1 1 −2
1 1 2
−1 2 0

, d)
1 −1 3
0 2 4
1 1 0

.
Zadanie 4. Poni»sze macierze symetryczne przedstawi¢ w postaci PDΛP

T , gdzie P
jest macierz¡ ortogonaln¡, a DΛ jest postaci¡ diagonaln¡ macierzy. Nast¦pnie obliczy¢
50-te pot¦gi tych macierzy (w rozwi¡zaniu mog¡ si¦ pojawi¢ liczby typu x50 - nie trzeba
wykonywa¢ pot¦gowania, jednak prosz¦ o wykonanie wszystkich pozostaªych mno»e«).

a)

[
1 2
2 −1

]
, b)

[
1 −1
−1 1

]
c)

 1 −3 1
−3 1 −1
1 −1 5

, d)
3 0 0
0 0 1
0 1 0

, e)
−0, 46 −0, 72
−0, 72 −0, 04

.
Zadanie 5. Pokaza¢, »e warto±ci wªasne macierzy mog¡ si¦ zmieni¢ je±li od jednego
wiersza odejmiemy wielokrotno±¢ innego. Uzasadni¢, »e je±li λ = 0 jest warto±ci¡ wªa-
sn¡ wyj±ciowej macierzy, to jest te» warto±ci¡ wªasn¡ macierzy dowolnej tak powstaªej
macierzy.
Zadanie 6. Wiemy, »e warto±ci wªasne macierzy AT s¡ to»same z warto±ciami wªasnymi
macierzy A. Pokaza¢ (poda¢ przykªad), »e odpowiadaj¡ce im wektory wªasne si¦ ró»ni¡.

Zadanie 7. Uzupeªni¢ macierz

0 1 0
0 0 1
· · ·

 wiedz¡c, »e jej wielomian charakterystyczny

ma posta¢ −λ3 + 4λ2 + 5λ+ 6.
Zadanie 8. Niech A ∈M(3, 3) ma warto±ci wªasne 1, 2, 4. Obliczy¢:
a) det(A−1)T .
b) tr(A3 − 2A).
c) det(A− 3I)4

Zadanie 9. Bez obliczania warto±ci wªasnych wyznaczy¢ sum¦ warto±ci wªasnych i
iloczyn warto±ci wªasnych dla macierzy:

a)A =

 2 3 0
−1 2 1
2 3 −2

, b)B =

 1 3 1
0 −2 1
−1 5 2

, c)C =


2 1 1 3
−1 2 1 1
0 3 4 −5
−2 4 6 1

.
Zadanie 10. Korzystaj¡c z wzorów Viete'a wskaza¢ wymiar, wyznacznik, rz¡d i ±lad
macierzy, której wielomian charakterystyczny ma posta¢:

ϕ(λ) = −λ9 + 3λ8 + λ5 + 2λ4 − λ+
2

3
.

Zadanie 11. Pokaza¢, »e je±li A jest macierz¡ Markowa (czyli suma elementów w ka»dej
kolumnie macierzy jest równa 1), to λ = 1 jest warto±ci¡ wªasn¡ macierzy A.
Zadanie 12. Wyznaczy¢ macierze o podanych warto±ciach i wektorach wªasnych:



3

a) λ1 = −2, λ2 = 3, w1 =

[
2
−1

]
, w2 =

[
1
1

]
.

b) λ1 = 1− i, λ2 = 1 + i, w1 =

[
i
1

]
, w2 =

[
−i
1

]
.

c) λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 3, w1 =

 1
−1
0

, w2 =

10
1

, w3 =

00
2

.
Zadanie 13. Niech A b¦dzie macierz¡ obrotu pªaszczyzny o k¡t α. Czy A musi by¢
macierz¡ ortogonaln¡? Odpowied¹ uzasadni¢.
Zadanie 14. Niech A b¦dzie takie, »e A2 = I.
a) Jakie warto±ci wªasne mo»e posiada¢ A?
b) Zakªadaj¡c, »e A jest macierz¡ 2× 2 oraz A 6= ±I znale¹¢ jej ±lad i wyznacznik.
c) Je±li pierwszy wiersz macierzy A jest postaci

[
3 −1

]
, wyznaczy¢ A.

Zadanie 15. Obliczy¢
√
A, je±li A =

[
5 4
4 5

]
. Przez

√
M rozumiemy tak¡ macierz A, »e

A2 =M .

Dobrej zabawy!
Grzesiek Kosiorowski


