Algebra - zestaw 7

Wartosci i wektory wtasne. Diagonalizacja i potegowanie macierzy

Zadania na ¢wiczenia:
[. Wyznaczy¢ wartosci wlasne i ich wektory wlasne dla ponizszych macierzy:

1 =3 1 0 1
A=|-3 1 -—-1({,B=1(0 0
1 -1 5 0 -1 0
I1. Dla macierzy A i B z zadania I (korzystajac z obliczen tamtego zadania) wyznaczy¢
macierze odwrotne za pomoca twierdzenia Cayleya-Hamiltona.
IT1. Korzystajac z wynikow zadania I, zdiagonalizowa¢ macierze z zadania I (czyli przed-
stawi¢ w postaci PDyP~!, gdzie D, jest macierza przekatniows) i za pomocy tej dia-
gonalizacji obliczy¢ A'° i B1? (10 potegi konkretnych liczb moga zosta¢ w wyniku, nie
trzeba ich obliczac).
IV. Dla macierzy symetrycznej A z zadania I przeprowadzi¢ diagonalizacje symetryczna,
czyli przedstawi¢ ja w postaci PDyPT, gdzie P jest macierzg ortogonalng, a D, jest
postacia diagonalng macierzy. Przed przeprowadzeniem diagonalizacji sprawdzi¢ ortogo-
nalno$¢ macierzy P. Za pomocy tej diagonalizacji obliczy¢ A%.
V. Dla macierzy symetrycznej
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przeprowadzi¢ diagonalizacje symetryczng, czyli przedstawié¢ ja w postaci PDyPT, gdzie
P jest macierza ortogonalna, a Dy jest postacia diagonalna macierzy. Przed przeprowa-
dzeniem diagonalizacji sprawdzi¢ ortogonalno$¢ macierzy P. Za pomoca tej diagonalizacji
obliczy¢ C1% (w rozwiazaniu moga si¢ pojawi¢ liczby typu 2% - nie trzeba wykonywac
potegowania, jednak prosze o wykonanie wszystkich pozostalych mnozeri).

VI. Do wspdlnego omoéwienia: wlasnosci wartosci i wektorow wlasnych.

a) Jaka jest relacja pomiedzy wartosciami wlasnymi a wyznacznikiem i §ladem macierzy?
b) Niech o € R. Zal6zmy, ze znamy wartosci wlasne macierzy A. Jak za ich pomoca
obliczy¢ wartosci wlasne macierzy o - A | (A+ «al), A7 (o ile istnieje), A", AT.

c) Jaki jest warunek wystarczajacy na to, by wektory wtasne macierzy A byly liniowo
niezalezne?

d) Jaki jest warunek wystarczajacy na to, by macierz byta diagonalizowalna (czyli, zeby
dato sie przeprowadzi¢ diagonalizacje)?

e) Co mozemy powiedzie¢ o wartosciach i wektorach wlasnych macierzy symetrycznych?
VII. Na podstawie informacji z poprzedniego zadania rozstrzygnac¢ bez dokladnego ob-
liczania wartosci wlasnych, czy mozliwe jest, by wszystkie warto$ci wlasne macierzy M
byly tego samego znaku, gdy:
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VIII. Uzupetni¢ macierz A = {O 1} , jesli wartosci wtasne macierzy A to 41 7.

IX. Wyznaczy¢ macierz, ktorej wartosci wlasne to 11 4, a wektory wtasne to [:ﬂ i [ﬂ



2

Zadania domowe:

Zadanie 1. Dla ponizszych macierzy wyznaczy¢ ich wartodci wlasne i wektory wlasne.
1 -1 1 2 01

a) |-1 -1 2 Ao){f’l 2],@ ) [‘23 3}
3 0 1

3 4 =5 1 -1 -1
o8 7 —2|.n {_27 :é},g) [1 1 0/.n) {g _41}

2 -1 8 3 0 1

Zadanie 2. Dla macierzy z zadania 1, na podstawie obliczeri z tamtego zadania (nie
trzeba ich powtarzac¢) za pomoca rownania Cayley’a-Hamiltona wyznaczy¢ (jesli to moz-
liwe) macierze odwrotne, zdiagonalizowa¢ (przedstawi¢ w postaci PDyP~!, gdzie Dy jest
macierzg przekatniowa) i obliczy¢ 7-me potegi tych macierzy za pomoca tej diagonalizacji
(mozna zostawi¢ w wyniku wyrazenia typu 57).

Zadanie 3. Znormalizowa¢ kolumny ponizszej macierzy do dtugosci 1, a nastepnie spraw-
dzi¢, czy tak zmodyfikowana macierz jest macierza ortogonalna:

I 1 =2 1 -1 3
a) [; _21] , b) [152 _49] .ol 1 1 21],d) [0 2 4].
-1 2 0 1 1 0

Zadanie 4. Ponizsze macierze symetryczne przedstawi¢ w postaci PDyPT, gdzie P
jest macierzg ortogonalna, a D, jest postacia diagonalng macierzy. Nastepnie obliczy¢
50-te potegi tych macierzy (w rozwigzaniu moga sie pojawi¢ liczby typu x°° - nie trzeba
wykonywaé potegowania, jednak prosze o wykonanie wszystkich pozostalych mnozen).

- L 1 -3 1 300 —0,46 —0,72
a)[Q _J,b){_l 1}@ -3 1 —1{,d) [0 0 1], e) .
1 -1 5 010 —0,72 —0,04

Zadanie 5. Pokazac, ze warto$ci wlasne macierzy moga sie zmieni¢ jesli od jednego
wiersza odejmiemy wielokrotnos¢ innego. Uzasadnié¢, ze jesli A = 0 jest wartoSciag wila-
sng wyjsciowej macierzy, to jest tez wartoscia wlasna macierzy dowolnej tak powstatej
macierzy.

Zadanie 6. Wiemy, ze warto$ci wlasne macierzy A” sa tozsame z wartoéciami wlasnymi
macierzy A. Pokaza¢ (podac¢ przyklad), ze odpowiadajace im wektory whasne sie roznia.
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Zadanie 7. Uzupelni¢ macierz |0 0 1| wiedzac, ze jej wielomian charakterystyczny

ma, posta¢ —\3 + 4\? + 5\ + 6.

Zadanie 8. Niech A € M (3,3) ma wartosci whasne 1,2,4. Obliczy¢:

a) det(A=HT.

b) tr(A3 —2A).

c) det(A — 31)*

Zadanie 9. Bez obliczania warto$ci wlasnych wyznaczy¢ sume warto$ci wiasnych i
iloczyn wartos$ci wlasnych dla macierzy:

> 3 0 L3 2L
A)A=|-1 2 1|, b)B=|0 -2 1|,c)C= .

2 3 -2 -1 5 2 0 34 =5

-2 4 6 1

Zadanie 10. Korzystajac z wzorow Viete’a wskaza¢ wymiar, wyznacznik, rzad i $lad
macierzy, ktorej wielomian charakterystyczny ma postaé:

2
(N :—)\9+3)\8+)\5+2>\4—>\+§.
Zadanie 11. Pokaza¢, ze jesli A jest macierza Markowa (czyli suma elementow w kazdej
kolumnie macierzy jest réwna 1), to A = 1 jest wartoscig wlasng macierzy A.
Zadanie 12. Wyznaczy¢ macierze o podanych wartoéciach i wektorach wtasnych:



a’) )\1:_27 )\2:37 w = |:_21:|7w2: |:}:|

b) )\1:1—i,)\2:1+i,wlz |:i:|,U)2: !
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C))\lzl,/\2:2,/\3:3,w1: —1,w2: 0,w3: 0].
0 1 2

Zadanie 13. Niech A bedzie macierza obrotu ptaszczyzny o kat o. Czy A musi by¢
macierzg ortogonalna? OdpowiedzZ uzasadnié.

Zadanie 14. Niech A bedzie takie, ze A? = I.

a) Jakie wartosci wlasne moze posiada¢ A?

b) Zaktadajac, ze A jest macierza 2 x 2 oraz A # £ znalez¢ jej slad i wyznacznik.

c) Jesli pierwszy wiersz macierzy A jest postaci [3 —1}, wyznaczy¢ A.

Zadanie 15. Obliczy¢ VA, jesli A = {i ﬂ Przez v/ M rozumiemy taka macierz A, ze
A? =M.

Dobrej zabawy!
Grzesiek Kosiorowski



