Algebra - zestaw 6

Odwzorowania liniowe i ich macierze. Odwzorowania obrotu plaszczyzny.

Zadania na ¢wiczenia:

[. Sprawdzi¢ z definicji, czy odwzorowanie 7' jest liniowe. Jesli tak, wyznaczy¢ jego
macierz.

a) T: R — R? T(x,y,2) = (x —y + 2z — 3,2y2);

b) T: R* — R3 T(z,y) = (z + 3y, —y,x — ).

I1. Dane jest odwzorowanie liniowe T : R? — R? takie, ze

T(1,2) = (1,0,1); T(1,1) = (0,1, 1). Obliczyé¢ T(2, 1).

I11. Dane jest odwzorowanie liniowe T : R? — R?. T'(z,y) = (z + y, 2x — Ty), za$ macierz
odwzorowania liniowego T'0.S to Mr.s = {g é g . Sprawdzi¢, czy T jest izomorfizmem

i wyznaczy¢ odwzorowanie S.

IV. Dane S8 odwzorowania T(xy,22) = (r1  +  x9,0),
S(x1,29) = (21,221 — 23). Ktore stwierdzenia sa prawdziwe?

a) Mr.s jest nieosobliwa.

b) r7z MT =1.

¢) S+ T jest izomorfizmem.

d) odwzorowanie R zadane wzorem R(z1,73) = T(S(x1,22)) + (1,0) nie jest
odwzorowaniem liniowym.

V. (do wspolnej dyskusji) a) Pokazac¢, ze obrot plaszezyzny o kat 6 wzgledem poczatku
uktadu wspotrzednych jest odwzorowaniem liniowym. Wyznaczy¢ macierz takiego od-
wzorowania.

b) Jakie wartosci moze przyja¢ wyznacznik macierzy obrotu ptaszczyzny? Czy obrot
plaszczyzny jest izomorfizmem?

¢) Niech Ry oznacza macierz obrotu o kat 0 € [0,27). Czy Ry, Ry, = Ry, 10,7 Wyznaczy¢
RyR_y. Co jest odwzorowaniem odwrotnym do Ry?

VI. Na ile sposobow da sie uzupelni¢ ponizsze macierze, tak, by byly macierzami obrotu
ptaszczyzny? Dla kazdej z tych macierzy przedstawi¢ wszystkie mozliwe uzupekienia.
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VII. Czy macierz A = \/52 jest macierza obrotu ptaszczyzny o pewien kat ¢?
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Jesli sie da, wyznaczy¢ kat . Ponadto (niezaleznie od odpowiedzi na pierwsze pytanie)
wyznaczy¢ wzor odwzorowania liniowego T' takiego, ze Myp jest macierza tego odwzoro-
wania i A - My jest macierza obrotu o kat 7.

mi; m
VIII. Wiemy, ze My = [ H \/152} jest macierza odwzorowania T' obrotu plaszczyzny o
mo1 5

kat 0 € [m, 27]. Wyznaczy¢ macierz My oraz wzor odwzorowania S, takiego, ze T'o S jest
obrotem o kat 7.

Zadanie 1. Sprawdzi¢ z definicji, czy odwzorowanie 7' jest liniowe, jesli:
a) T: R* = R?, Ty, 22) = (3x1 — 229, 75); b) T: R® = R?, Ty, 22, 23) = (21, 73);
c) T:R* = R, T(x1,25) = 21795 d) T: R? = R?, Ty, w2) = (21, 1);
e) T: R® = RY, T(x1, 9, 23) = (w3, 21,2, 21); [) T: R = R, Ty, 22) = 521 + 233
g) T: R* = RY, T2y, 19, w3) = (3,21, Ta, 21 + 22 + 23),
h) T: R? — R2, T(z1,22) = (71 + 2, T2).
Jesli odwzorowanie jest liniowe, wyznaczy¢ jego macierz i sprawdzi¢, czy to odwzorowanie
jest izomorfizmem.
Zadanie 2. Dane jest odwzorowania liniowe T' takie, ze:
a) T:R?* - R? T(1,3) = (1,1); T(1,1) = (0,1). Obliczy¢ T(—1,3);
b) T:R? - R3 T(2,-1) = (1,-1,1); T(—1,0) = (0,1,0). Obliczy¢ T(—1,2).
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o) T : R® - R2, T(1,-1,-1) = (1,1); T(2,0,1) = (2,1), T(~-2,1,~1) = (—L,0).
Obliczy¢ T'(1,—1,—4)).

d) T : R = R3 T(0,1,2) = (—4,1,0); T(1,0,3) = (2,—1,3), T(~2,1,0) = (1, —3, —4).
Obliczyé T(—1,6, —1).

Zadanie 3. Wyznaczy¢ wzor odwzorowania liniowego T : R? — R2, takiego, ze wektory
T(1,0), T(0,1) zawieraja sie w prostej z; = xo. Sprawdzi¢, czy jest to izomorfizm.
Zadanie 4. Dla danego odwzorowania liniowego 1" wyznaczy¢ jego macierz Mp, spraw-
dzi¢, czy jest to izomorfizm, jesli to mozliwe wyznaczyé¢ Mp-1 i T7L.

a) T(x,y) = (3x + by, —x + 4x); b) T(z,y, z) = (4o — 3y,x + vy, 52);

¢) T(z,y,2) = (—v + z,4y,v +y — 2); d) T(x,y,2) = (2y — 22,42 + 2y, 7 + 2).
Zadanie 5. Dane sa odwzorowania liniowe T : R?* — R?. T'(z,y,2) = (bx — y + 22, 7)
oraz S : R? — R? S(x,y) = (22 — y,y). Sprawdzi¢, czy ktores z tych odwzorowan jest
izomorfizmem i wyznacz macierze oraz wzory mozliwych ztozen tych odwzorowar.
Zadanie 6. Dane sy odwzorowania liniowe: 7 : R? — R3 i S : R® — RS,

S(x1,x9,23) = (r1 — 9 + 223, —11 + 3,77 — T2 + 3x3), za$ macierz ich zlozenia
-1 0
Mgsor = | 2 —4|. Wyznaczy¢ wzoér odwzorowania 7.
1 -3
Zadanie 7. Dane jest odwzorowanie liniowe: 7T : R?® — R3? i
5 0 0
T(xy1, x9, x3) = (221 —3xe, 421 +5x9, Tx3), zas macierz ich ztozenia Mr.g = |0 3 —1].
0 -2 1

Wyznaczy¢ wzér odwzorowania S.

Zadanie 8. Na ile sposobow da sie uzupelnié¢ ponizsze macierze, tak, by byly macie-
rzami obrotu plaszczyzny? Dla kazdej z tych macierzy przedstawi¢ wszystkie mozliwe
uzupelnienia.
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Zadanie 9. Czy macierz A jest macierza obrotu ptaszczyzny o pewien kat ¢? Jedli sie

da, wyznaczy¢ kat ¢ Ponadto (niezaleznie od odpowiedzi na pierwsze pytanie) wyznaczy¢
wzor odwzorowania liniowego f takiego, ze My jest macierza tego odwzorowania i A - My
jest macierza obrotu o kat «:

1 _ V5 _1 V3
a) A= A5 A ;Oé:gﬂ';.b)AZ N 21];0z:§;
|72 1 2 2
Y2 2 2 1
c)A=| 2 2 ;az%;d)A:[_1 1];04:117’7.
2 2

Zadanie 10. Niech © bedzie odwzorowaniem obrotu ptaszczyzny o kat %n al(x,y) =
(2x+y,y—x). Sprawdzi¢, czy T jest odwzorowaniem liniowym, sprawdzi¢, czy S = ©oT
jest izomorfizmem i wyznaczy¢ wzor odwzorowania S~1.
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Zadanie 11. Wiemy, ze My = {mn 2] jest macierza odwzorowania 1" obrotu ptasz-

Mo1 M2
czyzny o kat 0 € [7, 37”] Wyznaczy¢ macierz Mrp oraz wzor odwzorowania S, takiego, ze
S oT jest obrotem o kat %.

Zadanie 12. Preparaty lecznicze 1,2,3 zawieraja witaminy A B i C. Zawarto$¢ witamin
w kazdej tabletce jest nastepujaca: preparat 1: A - 1, B - 2, C - 4 jednostki; preparat
2: A-1,B-1, C- 3 jednostki; preparat 3: A -0, B-1, C -1 jednostka. Pacjent ma
przyja¢ kazdego dnia 5 jednostek witaminy A, 13 jednostek witaminy B i 23 jednostki
witaminy C. lle tabletek poszczegolnych preperatéw powinien codziennie zazy¢ pacjent?
Opisa¢ i rozwiaza¢ to zagadnienie za pomoca rachunku macierzowego.

Zadanie 13. W sklepie ,Asymptota” szynka kosztuje 11, ser kosztuje 5, a konserwa
rybna 7. W sklepie ,Bijekcja” szynka kosztuje 9, ser kosztuje 6, a konserwa rybna 8. W
sklepie ,,Caltka” szynka kosztuje 12, ser kosztuje 3, a konserwa rybna 9. Do tych sklepow
wybiera si¢ czterech klientoéw: pierwszy chce kupié¢ 4 szynki, 2 sery i 1 konserwe, drugi -
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3 szynki, 3 sery i 2 konserwy, trzeci - 2 szynki i 7 konserw, czwarty - 1 szynke, 6 seréw
i 5 konserw. Za pomoca rachunku macierzowego, znalez¢ macierz zawierajaca koszty
zakupow kazdego klienta w kazdym sklepie i wskaza¢ najbardziej optacalny wybor dla
kazdego z klientow.
Zadanie 14. Przedsiebiorstwo produkuje produkty 1, x2, 3 w oddziatach py, ps z mate-
riatlow a, b, ¢, d. Do wyprodukowania jednostki x; potrzeba 11 jednostek a, 20 jednostek
b, 5 ci6 d. Do wyprodukowania jednostki zo potrzeba 2 jednostek a, 1 jednostki b, 18
ci6 d. Do wyprodukowania jednostki x3 potrzeba 1 jednostki a, 2 jednostek b, 5 ¢ i
0 d. Koszty materialow w oddziale p; wynosza: a 3, b 2, ¢ 1, d 1. Koszty materiatow
w oddziale p, wynosza: a 1, b 2, ¢ 2, d 1. Za pomoca rachunku macierzowego, znalez¢
koszty produkcji kazdego produktu w kazdym z oddziatow.
Zadanie 15. Producent mebli w dwoch fabrykach wytwarza krzesta, stoly i biurka w
trzech etapach produkcyjnych: ciecie i taczenie desek oraz wykoriczenie. Do wyprodu-
kowania krzesta potrzeba 0,6 roboczogodziny ciecia, 0,6 taczenia i 0,2 wykonczenia. Do
wyprodukowania stotu potrzeba 1 roboczogodzine ciecia, 0,9 laczenia i 0,3 wykonczenia.
Do wyprodukowania biurka potrzeba 1,5 roboczogodziny ciecia, 1,2 taczenia i 0,4 wy-
koriczenia. W pierwszej fabryce wynagrodzenie za roboczogodzine ciecia to 60 PLN, za
roboczogodzine taczenia 80 PLN i za roboczogodzine wykonczenia 30 PLN. W drugiej
fabryce wynagrodzenie za roboczogodzine ciecia to 70 PLN, za roboczogodzine taczenia
100 PLN i za roboczogodzine wykonczenia 40 PLN. Utworzyé macierze czasu pracy i
wynagrodzen, obliczy¢ i zinterpretowac ich iloczyn, wskaza¢ koszt produkeji krzeset w
pierwszej fabryce i stoléow w drugiej.
Dobrej zabawy!
Grzesiek Kosiorowski



