Algebra - zestaw 5

Liniowa niezalezno$¢, rzad i twierdzenie Kroneckera-Capellego

Zadania na ¢wiczenia:

[. Sprawdzi¢ z definicji, czy nastepujace uklady wektoréw sg liniowo niezalezne. Podaé¢
wymiar przestrzeni generowanej przez te wektory i ustali¢, czy tworzg one baze przestrzeni
R™, do ktorej naleza. Jesli uktad wektoréw jest liniowo zalezny, zapisa¢ jeden z wektorow
jako kombinacje liniowa pozostatych:

a)(la 3)7 (_27 2): (57 _1)

1 3 1 1

. , ) |75 -1 5

II. Obliczy¢ rzad macierzy: 31 _1 9
5 7 1 4

III. (do wspolnej analizy) Co sie dzieje z rzedem macierzy A, gdy:

a) do wiersza (lub kolumny) dodamy wielokrotnosé¢ innego wiersza (kolumny);

b) wszystkie elementy dowolnego wiersza (lub kolumny) macierzy pomnozymy przez
liczbe A;

¢) Zamienimy miejscami dwa wiersze (lub kolumny) macierzy;

d) transponujemy macierz A;

e) usuniemy z macierzy A wiersz lub kolumne zlozona z samych zer;

f) usuniemy z macierzy A wiersz i kolumne zlozone z samych zer za wyjatkiem liczby
bedacej na ich przecieciu, ktoéra jest niezerowa?

IV. Zbada¢ za pomocy rzedu liniowa niezaleznosé¢ wektorow (tj. podaé, ile sposrod tych
wektorow jest liniowo niezaleznych):

1 5 1 3
=30 ol 1] 2
S B T R ) I BN K I
0 0 1 1

V. Dane sg macierze wymiaru 4 x 4: A,B i C, takie, ze det A = a, det B =b,det C' = c.
Zalozmy, ze macierze A i B sa nieosobliwe, a macierz C' jest osobliwa. Odpowiedzieé¢ na
ponizsze pytania (lub wskaza¢ brak danych, jesli nie da sie jednoznacznie podaé¢ odpo-
wiedzi).

a) Ile wynosi ¢? b) Ile wynosza rzedy macierzy A, B i C? ¢) Ile wynosza rzedy i wyznacz-
niki macierzy A+ B, AB i BC? d) Ile wynosza rzedy i wyznaczniki macierzy odwrotnych
do A, B,C? e) Ile wynosza rzedy i wyznaczniki macierzy transponowanych do A, B, C?
f) Tle wynosza wyznaczniki macierzy —A” B~! oraz 2AB?

VI. Rozstrzygnaé (bez rozwiazywania), w zaleznosci od parametru k, ile rozwiazan maja
ponizsze uktady rownan liniowych. k£ nie jest niewiadoma w tych uktadach!

2) {x+(k—3)y:1 '
(k+4)z — 6y =3k

kx+y+z2=1

by Sx+ky+z=k
x+y+kz=k>

Zadania domowe:

Zadanie 1. Sprawdzi¢ z definicji, czy nastepujace uktady wektoréow sa liniowo niezalezne.
Poda¢ wymiar przestrzeni generowanej przez te wektory ustali¢, czy tworza one baze
przestrzeni R", do ktorej naleza. Jesli uktad wektorow jest liniowo zalezny, zapisaé¢ jeden

z wektorow jako kombinacje liniowa pozostatych:
1



1 4 1 —1 —1 2
a)x: 3‘|,y:|:12:|,b)$: 3l,y=1[2|,z2=[4|,v=|3];
L 0 1 0 2
A 1R e
gr=3,y= |2, z=|6sd)z= | Ly=|_y[,2= |1 |[v=|_1|;
0 1 0
s -1 1 -1 -1
[ 1 0 1 ~1 2
0) 7 = 1 Y = 1 L 2 v -3 w— 3
1’ -1’ 0}’ 1’ 11
—1 2 1 -3 0
Zadanie 2. Obliczy¢ rzad macierzy:
1 -6 -2 1 1
12 =31 3 3 21 _01 _11 _31 i 3 —-12 -6 1 1
a) [0 1 3 4 5(,b)[5 4 3|,¢) 9 _9 1 3 ,dyfr 4 -1 1 0
02 3 18 4 3 2 0 1 0 -1 0 5 1 -1 0
0 3 0o -1 -1

Zadanie 3. Zbada¢ liniowa niezaleznosé¢ wektorow (tj. podac, ile sposrod tych wektorow
jest liniowo niezaleznych) za pomoca rzedu. Poda¢ wymiar przestrzeni generowanej przez
te wektory i ustali¢, czy tworza one baze przestrzeni R"”, do ktorej naleza:

ol 4 1 -1 -1 2
a)x: 3:|,y:|:12:|,b)l‘: 3lyy=1|2|,z2=|4|,v=|3];
L 0 1 0 2
I 1R NRE
C)Z'I 3l,y=121, 2= 6,d)CC: 1 Y = _1722 1 ; U= 1|’
0 1 0
L —1 1 -1 -1
[ 1 0 1 ~1 2
e) r = L y = L z= 2 v = -3 w = 3 :
1’ -1’ 0}’ 1’ 1
-1 2 1 -3 0
. , . . 1 5
Zadanie 4. Wyznaczy¢ wartosci parametru a, dla ktorych x = {_3}, y = LJ tworza

uktad wektorow liniowo niezaleznych.
Zadanie 5. Pokazac, ze wektory

a1 0 0
a2 22 0
1 _ 2 . n __
r = I r = I 7[17 -
a1,n—1 2,n—1 0
Q1n Q2n, Qpn

sa liniowo niezalezne w R"™ wtedy i tylko wtedy, gdy a; # 0 dla kazdego i € {1,...,n}.
Zadanie 6. Udowodni¢, ze dwa wektory stanowia uktad liniowo zalezny wtedy i tylko
wtedy, gdy sa do siebie proporcjonalne.

Zadanie 7. Bez rozwiazywania, za pomoca twierdzenia Kroneckera-Capellego sprawdzic,
czy ponizsze uklady rownarn maja rozwiazania (i ile):

1
3

—11.

-1
0



)

6r —2y=1 20 +3y —z=2 20 +4y 4+ 102 =8
a) ; b) ; ©)

—3r+2y=>5 dor +6y — 2z =1 3r—y+2z2z=5
(4x—|—5y—62:3 r—y+2zz—w=1 r=2y+z+w=1
d) Sy —2z=-1 e)¢br+y—22+w=>5 ;Hicr—2y+z—w=-1 ;
(20 +3y — 32 =2 r+y—2z4+w=1 rT—2y+z+dw=>

(0 —2=1 r+y+z+t=-2 rT+y+z=2
r+y=2 —o+y—2—t=0 ) —r+2y+32=2
&) y+2z=4  b) r—y—z—t=1 ) 20 —-3y—z=1 ;
z—w=1 20 —y—z—3t =—1 r—y—2z=0
(a:+y—|—z+w:1 r+2y—z=1 r+3y+22=0
) 2r+3y—4z+5w=2=2 ;k)2r+4y—22=1 ;)20 —y+2=1
(32 +4y — 32+ 6w =0 r+3y—z=3 r+2y+32=1

Zadanie 8. Rozstrzygnaé (bez rozwiazywania), w zaleznosci od parametru k, ile rozwia-
zan maja ponizsze uktady rownan liniowych. £ nie jest niewiadoma w tych uktadach!

r+y+z=1 ,b){(k_2)x+<2_k)y:3k_6 _C){2x—(k+1)y:6

a)skr+y+z=2
2k% — 8)x — (3k — 6)y = 10 — 5k kx—y=Fk—1
A (L Rt -y

r+y==k r+2y+3z=4
;e){

—k 6y — 3z =2
d)e2z—y=1 x2++y Zl ) Sdr +5y+ k=3
T — z=—
r+3y=0 Y 7x+8y+%kz:0
3v+2y—2z=1

21 k? —1 4 22=0
[210g;0( o + 4y + 22 rtytz=k "){<k—2)x+2y:k

g) v+ y + [logo(k* = 1)]z =0 ;h)

z+y+4z=0 e+ (k—-—1y=1
vyt 2log (K — 1))z = 0 / (6 =1y

20 +2y+ 52 =1
Zadanie 9. Udowodni¢, ze rzAB < min{rzA,rzB} (latwiejszy przypadek: dla macierzy
kwadratowych).



