
Algebra - zestaw 5

Liniowa niezale»no±¢, rz¡d i twierdzenie Kroneckera-Capellego

Zadania na ¢wiczenia:
I. Sprawdzi¢ z de�nicji, czy nast¦puj¡ce ukªady wektorów s¡ liniowo niezale»ne. Poda¢
wymiar przestrzeni generowanej przez te wektory i ustali¢, czy tworz¡ one baz¦ przestrzeni
Rn, do której nale»¡. Je±li ukªad wektorów jest liniowo zale»ny, zapisa¢ jeden z wektorów
jako kombinacj¦ liniow¡ pozostaªych:
a)(1, 3); (−2, 2); (5,−1).
b)(1, 3, 0); (0,−2, 2); (1, 0,−1).

II. Obliczy¢ rz¡d macierzy:


1 3 1 1
7 5 −1 5
3 1 −1 2
5 7 1 4


III. (do wspólnej analizy) Co si¦ dzieje z rz¦dem macierzy A, gdy:
a) do wiersza (lub kolumny) dodamy wielokrotno±¢ innego wiersza (kolumny);
b) wszystkie elementy dowolnego wiersza (lub kolumny) macierzy pomno»ymy przez
liczb¦ λ;
c) Zamienimy miejscami dwa wiersze (lub kolumny) macierzy;
d) transponujemy macierz A;
e) usuniemy z macierzy A wiersz lub kolumn¦ zªo»on¡ z samych zer;
f) usuniemy z macierzy A wiersz i kolumn¦ zªo»one z samych zer za wyj¡tkiem liczby
b¦d¡cej na ich przeci¦ciu, która jest niezerowa?
IV. Zbada¢ za pomoc¡ rz¦du liniow¡ niezale»no±¢ wektorów (tj. poda¢, ile spo±ród tych
wektorów jest liniowo niezale»nych):

x =


1
−3
1
0

, y =


5
0
2
0

, z =


1
1
1
1

, v =


3
2
0
−1

.
V. Dane s¡ macierze wymiaru 4× 4: A,B i C, takie, »e detA = a, detB = b, detC = c.
Zaªó»my, »e macierze A i B s¡ nieosobliwe, a macierz C jest osobliwa. Odpowiedzie¢ na
poni»sze pytania (lub wskaza¢ brak danych, je±li nie da si¦ jednoznacznie poda¢ odpo-
wiedzi).
a) Ile wynosi c? b) Ile wynosz¡ rz¦dy macierzy A,B i C? c) Ile wynosz¡ rz¦dy i wyznacz-
niki macierzy A+B, AB i BC? d) Ile wynosz¡ rz¦dy i wyznaczniki macierzy odwrotnych
do A,B,C? e) Ile wynosz¡ rz¦dy i wyznaczniki macierzy transponowanych do A, B, C?
f) Ile wynosz¡ wyznaczniki macierzy −ATB−1 oraz 2AB?
VI. Rozstrzygn¡¢ (bez rozwi¡zywania), w zale»no±ci od parametru k, ile rozwi¡za« maj¡
poni»sze ukªady równa« liniowych. k nie jest niewiadom¡ w tych ukªadach!

a)

{
x+ (k − 3)y = 1

(k + 4)x− 6y = 3k
;

b)


kx+ y + z = 1

x+ ky + z = k

x+ y + kz = k2

.

Zadania domowe:
Zadanie 1. Sprawdzi¢ z de�nicji, czy nast¦puj¡ce ukªady wektorów s¡ liniowo niezale»ne.
Poda¢ wymiar przestrzeni generowanej przez te wektory ustali¢, czy tworz¡ one baz¦
przestrzeni Rn, do której nale»¡. Je±li ukªad wektorów jest liniowo zale»ny, zapisa¢ jeden
z wektorów jako kombinacj¦ liniow¡ pozostaªych:

1



2

a) x =

[
1
3

]
, y =

[
4
12

]
; b) x =

13
0

, y =

−1
2
1

, z =

−1
4
0

, v =

23
2

;
c) x =

13
0

, y =

−1
2
1

, z =

26
0

; d) x =


1
2
1
−1

, y =


0
1
−1
1

, z =


−1
1
1
−1

, v =


0
4
−1
−1

;

e) x =


1
1
1
−1

, y =


0
1
−1
2

, z =


1
2
0
1

, v =


−1
−3
1
−3

, w =


2
3
1
0

.
Zadanie 2. Obliczy¢ rz¡d macierzy:

a)

1 2 −3 1 3
0 1 3 4 5
0 2 3 1 8

, b)
3 2 1
5 4 3
4 3 2

, c)


0 1 3 1
−1 −1 −1 1
−2 −2 1 3
0 1 0 −1

, d)

1 −6 −2 1 1 1
3 −12 −6 1 1 3
1 4 −1 1 0 −1
0 5 1 −1 0 −1
0 3 0 −1 −1 0

.
Zadanie 3. Zbada¢ liniow¡ niezale»no±¢ wektorów (tj. poda¢, ile spo±ród tych wektorów
jest liniowo niezale»nych) za pomoc¡ rz¦du. Poda¢ wymiar przestrzeni generowanej przez
te wektory i ustali¢, czy tworz¡ one baz¦ przestrzeni Rn, do której nale»¡:

a) x =

[
1
3

]
, y =

[
4
12

]
; b) x =

13
0

, y =

−1
2
1

, z =

−1
4
0

, v =

23
2

;
c) x =

13
0

, y =

−1
2
1

, z =

26
0

; d) x =


1
2
1
−1

, y =


0
1
−1
1

, z =


−1
1
1
−1

, v =


0
4
−1
−1

;

e) x =


1
1
1
−1

, y =


0
1
−1
2

, z =


1
2
0
1

, v =


−1
−3
1
−3

, w =


2
3
1
0

.
Zadanie 4. Wyznaczy¢ warto±ci parametru a, dla których x =

[
1
−3

]
, y =

[
5
a

]
tworz¡

ukªad wektorów liniowo niezale»nych.
Zadanie 5. Pokaza¢, »e wektory

x1 =


a11
a12
...

a1,n−1

a1n

 , x2 =


0
a22
...

a2,n−1

a2n

 , . . . , xn =


0
0
...
0
ann



s¡ liniowo niezale»ne w Rn wtedy i tylko wtedy, gdy aii ̸= 0 dla ka»dego i ∈ {1, . . . , n}.
Zadanie 6. Udowodni¢, »e dwa wektory stanowi¡ ukªad liniowo zale»ny wtedy i tylko
wtedy, gdy s¡ do siebie proporcjonalne.
Zadanie 7. Bez rozwi¡zywania, za pomoc¡ twierdzenia Kroneckera-Capellego sprawdzi¢,
czy poni»sze ukªady równa« maj¡ rozwi¡zania (i ile):
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a)

{
6x− 2y = 1

−3x+ 2y = 5
; b)

{
2x+ 3y − z = 2

4x+ 6y − 2z = 1
; c)

{
2x+ 4y + 10z = 8

3x− y + z = 5
;

d)


4x+ 5y − 6z = 3

y − 2z = −1

2x+ 3y − 3z = 2

e)


x− y + 2z − w = 1

5x+ y − 2z + w = 5

x+ y − 2z + w = 1

; f)


x− 2y + z + w = 1

x− 2y + z − w = −1

x− 2y + z + 5w = 5

;

g)


x− z = 1

x+ y = 2

y + 2z = 4

z − w = 1

; h)


x+ y + z + t = −2

−x+ y − z − t = 0

x− y − z − t = 1

2x− y − z − 3t = −1

; i)


x+ y + z = 2

−x+ 2y + 3z = 2

2x− 3y − z = 1

x− y − z = 0

;

j)


x+ y + z + w = 1

2x+ 3y − 4z + 5w = 2 = 2

3x+ 4y − 3z + 6w = 0

; k)


x+ 2y − z = 1

2x+ 4y − 2z = 1

x+ 3y − z = 3

; l)


x+ 3y + 2z = 0

2x− y + z = 1

3x+ 2y + 3z = 1

.

Zadanie 8. Rozstrzygn¡¢ (bez rozwi¡zywania), w zale»no±ci od parametru k, ile rozwi¡-
za« maj¡ poni»sze ukªady równa« liniowych. k nie jest niewiadom¡ w tych ukªadach!

a)


x+ y + z = 1

kx+ y + z = 2

x+ y + kz = 4

; b)

{
(k − 2)x+ (2− k)y = 3k − 6

(2k2 − 8)x− (3k − 6)y = 10− 5k
; c)

{
2x− (k + 1)y = 6

kx− y = k − 1
;

d)


x+ y = k

2x− y = 1

x+ 3y = 0

; e)

{
−kx+ 6y − 3z = 2

x− 2y + z = −1
; f)


x+ 2y + 3z = 4

4x+ 5y + kz = 3

7x+ 8y + 3
2
kz = 0

;

g)


[2 log10(k

2 − 1)]x+ 4y + 2z = 0

x+ y + [log10(k
2 − 1)]z = 0

x+ y + [2 log10(k
2 − 1)]z = 0

; h)


3x+ 2y − 2z = 1

x+ y + z = k

x+ y + 4z = 0

2x+ 2y + 5z = 1

; i)

{
(k − 2)x+ 2y = k

3x+ (k − 1)y = 1
.

Zadanie 9. Udowodni¢, »e rzAB ≤ min{rzA, rzB} (ªatwiejszy przypadek: dla macierzy
kwadratowych).


