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Informacje dla zdaj¡cych:

1. Egzamin trwa 90 minut. Mo»na sko«czy¢ wcze±niej i wyj±¢, ale nie w ci¡gu ostatnich 10 minut.
2. Podczas egzaminu wolno korzysta¢ jedynie z kalkulatora, narz¦dzi do pisania i materiaªów

otrzymanych od prowadz¡cych egzamin. Wszelkie przedmioty poza wspomnianymi powinny by¢
pozostawione w torbach/plecakach we wskazanym przez egzaminuj¡cych miejscu. W szczególno±ci
nie wolno u»ywa¢ telefonów komórkowych i wªasnych kartek.
3. Wszystkie kartki z rozwi¡zaniami nale»y podpisa¢ imieniem i nazwiskiem.

Grupa C

1. (200 punktów) Obliczy¢ caªk¦ podwójn¡ z funkcji f(x) = x ln y po zbiorze ograniczonym
krzywymi o równaniach x = 1, y = e, x = y2.
2. (200 punktów) Konsument wydaje x na cukinie, a y na bakªa»any (x, y > 0). Jego funkcja

u»yteczno±ci z wydatków na te dwa dobra jest postaci: u(x, y) = 2x+
√
xy+ 4

√
y. Zaªó»my, »e obecne

wydatki konsumenta s¡ opisywane przez par¦ (x0, y0) = (25, 16).
a) Sprawdzi¢, czy funkcja u speªnia prawo Gossena ze wzgl¦du na obydwa dobra.
b) Konsument decyduje si¦ przeznaczy¢ dodatkow¡, maª¡ jednostk¦ dochodu na zakup tych obu

dóbr. W jakich proporcjach powinien podzieli¢ t¦ jednostk¦ mi¦dzy cukinie i bakªa»any, by maksy-
malnie zwi¦kszy¢ swoj¡ u»yteczno±¢ z ich zakupu?
c) Za pomoc¡ pochodnej kierunkowej sprawdzi¢, czy u»yteczno±¢ wzro±nie, czy zmaleje, je±li kon-

sument zmniejszy o maª¡ jednostk¦ wydatki na bakªa»any i 1
2
tej jednostki przeznaczy na zakup

cukinii.
d) Wyznaczy¢ elastyczno±¢ substytucji cukinii przez bakªa»any dla danego konsumenta i koszyka

wydatków (x0, y0). Poda¢ sªown¡ interpretacj¦ wyniku.
3. (200 punktów) Obliczy¢ ekstrema warunkowe funkcji: f(x, y) = ln x

2
− y − 1 przy warunku

x2 + 4(y − 2)2 = 8.
4. (200 punktów) Rozwi¡za¢ zagadnienie Cauchy'ego:

dy

dx
− 3x2y = (

√
x− 1)ex

3

; y(1) = 4e.

5. (100 punktów) Poda¢ de�nicj¦ funkcji pierwotnej do danej oraz caªki nieoznaczonej z funkcji
rzeczywistej. Poda¢ przykªad caªki, której wyniku nie da si¦ przedstawi¢ za pomoc¡ sko«czonej liczby
dziaªa« na funkcjach elementarnych.

Wybrane wzory:

f(a+ ∆a) ≈ f(a) + dfa(∆a); sin 0 = 0; sin
π

6
=

1

2
; sin

π

4
=

√
2

2
; sin

π

3
=

√
3

2
; sin

π

2
= 1.

εij(a) =
ai · u′xi
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; f(x) =
k−1∑
n=0

f (n)(x0)

n!
· (x− x0)n +Rk(x);

∫ b

a

f(x)dx ≈ 1

2
h[f(x0)+f(xn)+2

n−1∑
i=1

f(xi)]; HO(x, y, λ) =

 0 g′x(x, y) g′y(x, y)
g′x(x, y) F ′′xx(x, y, λ) F ′′xy(x, y, λ)
g′y(x, y) F ′′yx(x, y, λ) F ′′yy(x, y, λ)

 .


