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Drzewo spinajace

Drzewo spinajace

Drzewem spinajacym (rozpinajacym) grafu G nazywamy podgraf G
zawierajacy wszystkie jego wierzchotki i bedacy drzewem.

Drzewo spinajace jest najmniejszym (w sensie liczby krawedzi, jak
réwniez zawierania zbioru krawedzi) podgrafem spéjnym faczacym
wszystkie wierzchotki grafu G. Dlatego wyznaczanie drzew
spinajacych jest przydatne, gdy wierzchotki grafu symbolizuja cele,
jakie chcemy osiagnaé: drzewa spinajace wskazg najmniejszy ,koszt”,
ktérym mozemy to zrobic.
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Drzewo spinajace - przyktad

Przyktadowe drzewo spinajace w grafie Petersena:

/
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/
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/ \

Tu na czerwono. A tu bez reszty grafu.
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Drzewo spinajace - istnienie

O istnieniu drzewa spinajacego

Kazdy skonczony graf ma drzewo spinajace wtedy i tylko wtedy, gdy
jest spojny.

Oczywiscie, zazwyczaj w grafie jest wiele mozliwych drzew
spinajacych.

Algorytm znajdowania drzewa spinajacego, jest tak prosty, jak tylko
mozna sobie wymarzy¢, o ile nie mamy innych wymagan co do
postaci tego drzewa.
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Algorytm wyznaczania drzewa spinajacego

Algorytm wyznaczania drzewa spinajacego

Dane: Graf spdjny skonczony G = (V(G), E(G)), v - wierzchotek
grafu spéjnego G.
Zmienne: E - zbiér krawedzi, V - zbiér wierzchotkéw.
o |. Niech V :={v}, E :=0.
o Il. Dopéki istnieja w grafie G krawedzie taczace wierzchotki ze
zbioru V' z wierzchotkami, ktére nie nalezg do V: wybierz

krawedz uw t3aczaca wierzchotek u € V z wierzchotkiem w ¢ V/,

dotacz w do V' i dotacz uw do E.
@ Rezultat: E to zbiér krawedzi drzewa spinajacego grafu G.
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Uwagi na temat algorytmu wyznaczania drzewa

spinajacego

o Algorytm dziata wyjatkowo prosto - startujemy z dowolnego
wierzchotka i doktadamy kolejne krawedzie, taczac juz stworzong
cze$¢ nowego grafu z kolejnymi wierzchotkami, ktére nie zostaty
jeszcze ,podtaczone” do naszego drzewa, az nie pozostanie ani
jeden niepotaczony wierzchotek lub skoncza sie krawedzie
taczace wierzchotki potaczone z niepotagczonymi.

@ Tego algorytmu mozna tez uzy¢ do badania, czy graf jest spdjny
(np. jako kroku badajacego czy krawedz jest mostem w
algorytmie Fleury'ego). Jesli algorytm skoriczy dziatanie i zbiér
V' nie zawiera wszystkich wierzchotkéw G, to G jest niespdjny.

o Czas dziatania tego algorytmu to O(|V(G)| + |E(G)]).
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Przyktady zastosowan wyznaczania drzewa

spinajacego

e Wyznaczanie minimalnej koniecznej struktury (np. minimalnej
sieci wodociggowej docierajacej do wszystkich doméw w
miejscowosci).

@ Broadcasting - wyznaczenie dozwolonych $ciezek po ktoérych
sygnat ma i$¢ od nadajnika do odbiorcéw, tak, by nie docierat do
nich kilkukrotnie (unikanie redundancji).
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Minimalne drzewo spinajace

Drzewa spinajace sg przydatne, ale by zoptymalizowaé ich
uzytecznos$é, czasem potrzeba czegos wiecej. Na przyktad, rozwazajac
konieczng do zaopatrzenia wszystkich doméw w miejscowosci sie¢
wodociagowa, mozemy zazadaé, by byta ona jak najkrétsza (w sensie
catkowitej dtugosci rur). Wtedy poszukujemy tzw. minimalnego
drzewa spinajacego.

Minimalne drzewo spinajace

W grafie G z wagami minimalnym drzewem spinajacym nazywamy
takie drzewo, ktdre jest spinajace i jego waga (czyli suma wag jego
krawedzi) jest nie wieksza niz waga jakiegokolwiek innego drzewa
spinajacego w tym samym grafie.

Na szczescie, réowniez wyznaczanie minimalnych drzew spinajacych
jest dos¢ proste. Dziatajg tutaj dwa algorytmy zachtanne: algorytm
Kruskala i algorytm Prima.
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Algorytm Kruskala

Algorytm Kruskala

Dane: G - skonczony graf spdjny z wagami, ktérego krawedzie s3
uporzadkowane wg wzrastajacych wag ey, ..., e, n = |E(G)|.
Zmienne: E - zbidr krawedzi.

o |. Podstaw E := 0.

o Il. Dla j =1 do n wykonuj: jesli graf E U {e;} jest acykliczny,
dofacz ¢ do E.

@ Rezultat: E to zbiér krawedzi minimalnego drzewa spinajacego
G.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic 9b. Drzewa spinajace 9/26



Algorytm Kruskala - przyktad

Nalezy znalez¢ minimalne drzewo spinajace w grafie powyzej za
pomoca algorytmu Kruskala.

Przygotowanie do algorytmu wymaga wypisania krawedzi w kolejnosci
wzrastajacych wag (jesli wagi dwu krawedzi s3 réwne, to ich kolejnosé
jest dowolna).

W tym przypadku to uporzadkowanie moze wygladaé np. tak: BD,
AC, BE, AB, AD, CD, BC, CE, CF, EF, DF.
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Algorytm Kruskala - przyktad

Kolejnos¢ krawedzi: BD,AC,BE,AB,AD,CD,BC,CE,CF,EF,DF.
Dziatanie algorytmu zapisujemy w takiej tabelce:
Nr kroku | wybrana krawedz | krawedzie odrzucone przed wyborem
1 ? ?
2 ? ?
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Algorytm Kruskala - przyktad

Dotaczenie pierwszych 4 krawedzi: BD,AC,BE,AB nie sprawia
zadnych probleméw.

Nr kroku | wybrana krawedz | krawedzie odrzucone przed wyborem
1 BD -
2 AC -
3 BE -
4 AB -
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Algorytm Kruskala - przyktad

Kolejnos¢ krawedzi: BD,AC,BE,AB,AD,CD,BC,CE,CF,EF,DF.

Nie mozemy teraz dotaczy¢ krawedzu AD, gdyz stworzytoby to cykl
ABDA.

Krawedz CD réwniez odpada (cykl ACDBA), podobnie BC (cykl
ABCA), CE tworzy cykl ACEBA. Dopiero krawedz CF pasuje.
Jednoczesdnie, dotaczenie tej krawedzi powoduje, ze wszystkie
wierzchotki grafu sa potaczone, wiec otrzymaliSmy nasze drzewo
spinajace (dotaczenie dowolnej z nastepnych krawedzi musiatoby
stworzy¢ cykl).
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Algorytm Kruskala - przyktad

Dziatanie algorytmu opisuje tabelka:

Nr kroku | wybrana krawedz | krawedzie odrzucone przed wyborem
1 BD -
2 AC -
3 BE -
4 AB -
5 CF AD,CD,BC,CE
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Algorytm Kruskala - przyktad

Wynikiem algorytmu jest powyzsze minimalne drzewo spinajace.
Waga tego drzewa wynosi 13 (suma wag krawedzi).
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Algorytm Kruskala - uwagi

o Algorytm Kruskala dziata poprawnie, nawet jesli graf G ma petle
i krawedzie wielokrotne.

@ Nie trzeba nawet zaktadac spdjnosci - jednak wtedy znajdziemy
nie drzewo, a las spinajacy.

o Wadj tego algorytmu jest to, ze przed jego zastosowaniem
musimy jako$ uporzadkowac krawedzie wedtug wzrastajacych
wag.

o Jednakze, nawet razem z tym uporzadkowaniem, algorytm
Kruskala zajmuje tylko O(|E(G)| - log |E(G)|) czasu.

@ Problemem moze by¢ jedynie sytuacja, gdy na poczatku tego
uporzadkowania krawedzi nie da sie uzyska¢ (np. dane o wagach
uzyskujemy w miare tworzenia si¢ naszego drzewa). W takiej
sytuacji lepiej zastosowaé algorytm Prima.
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Algorytm Prima

Algorytm Prima

Dane: G - skonczony graf spdjny z wagami.
Zmienne: E - zbiér krawedzi, V - zbiér wierzchotkéw.
@ |. Podstaw E := ().

@ Il. Wybierz w - dowolny wierzchotek ze zbioru V/(G) i niech
V ={w}.

o Ill. Dopdki V # V(G) wykonuj: wybierz w zbiorze E(G)
krawedZ uv o najmniejszej mozliwej wadze, taka, ze u € V' i
v € V(G)\ V, a nastepnie dotacz krawedz uv do zbioru E i
wierzchotek v do zbioru V.

@ Rezultat: E to zbiér krawedzi minimalnego drzewa spinajacego
G.
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Algorytm Prima - przykfad

Bedziemy wybiera¢ krawedzie do drzewa, zaczynajac od wierzchotka
A. Kolejne kroki algorytmu zapisujemy w takiej tabeli:
Nr etapu | wybér krawedzi | alternatywne, dozwolone wybory
1 ? ?
2 7 ?
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Algorytm Prima - przykfad

V = {A}. Mozliwe potaczenia miedzy V, a V(G)\ V to AB, AC i
AD. Z nich, najmniejsza wage ma AC, wiec dotagczamy AC do
drzewa, a C do zbioru V.

Nr etapu | wybér krawedzi | alternatywne, dozwolone wybory

1 AC -
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Algorytm Prima - przykfad

V = {A, C}. Mozliwe potaczenia miedzy V, a V(G)\ V to AB, AD,
CB, CD, CE, CF. Z nich, najmniejsze wagi majg AB, AD i CD.
Wybieramy dowolng z nich (np. CD) dotaczajac ja do drzewa, drugi
jej koniec (czyli D) dotaczamy do V/, a pozostate z tych krawedzi

zaznaczamy w tabelce jako alternatywne, dozwolone wybory.
Nr etapu | wybdr krawedzi | alternatywne, dozwolone wybory
2 CDh AB,AD
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Algorytm Prima - przykfad

V = {A, C,D}. Mozliwe pofaczenia miedzy V, a V(G)\ V to
wszystkie czarne krawedzie powyzszego grafu poza AD, BE i EF. Z
nich, najmniejsza wage ma BD, wiec dotaczamy BD do drzewa, a B

do zbioru V.
Nr etapu | wybdr krawedzi | alternatywne, dozwolone wybory
3 BD -
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Algorytm Prima - przykfad

V ={A,B, C,D}. Mozliwe potaczenia miedzy V, a V(G)\ V to
BE, CE, CF i DF. Z nich, najmniejsza wage ma BE, wiec dotaczamy
BE do drzewa, a E do zbioru V.
Nr etapu | wybér krawedzi | alternatywne, dozwolone wybory
4 BE -
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Algorytm Prima - przykfad

V ={A,B,C,D, E}. Mozliwe potaczenia miedzy V, a V(G)\ V to
CF i DF. Z nich, najmniejsza wage ma CF, wiec dotaczamy CF do
drzewa, a F do zbioru V.
Nr etapu | wybér krawedzi | alternatywne, dozwolone wybory
5 CF -
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Algorytm Prima - przykfad

V={AB,C,D E,F} = V(G), wiec algorytm sie konczy. Dziatanie
algorytmu Prima opisuje tabela:

Nr etapu | wybér krawedzi | alternatywne, dozwolone wybory
1 AC -
2 CD AB, AD
3 BD -
4 BE -
5 CF -
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Algorytm Prima - przykfad

Woynikiem algorytmu jest powyzsze minimalne drzewo spinajace.
Waga tego drzewa wynosi 13 (suma wag krawedzi).

Warto zauwazy¢, ze minimalne drzewo spinajace, ktére otrzymalismy
za pomoca algorytmu Prima jest inne niz otrzymane za pomoca
algorytmu Kruskala. Jednakze ich waga jest taka sama (obydwa sa
minimalne).
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Algorytm Prima - uwagi

@ Ztozonoé¢ obliczeniowa algorytmu Prima to O(|V/(G)|?).

o Petle i krawedzie wielokrotne nie przeszkadzaja w dziataniu tego
algorytmu.

o Jedli graf jest niespdjny i chcemy otrzymad na koncu spinajacy
las (czyli po jednym drzewie spinajacym na kazda sktadowa), to
musimy algorytm nieco zmodyfikowaé (¢wiczenie).
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