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Prawo iloczynu

Prawo iloczynu
Niech 51, ..., Sk beda zbiorami skonczonymi. Wtedy

k
151 % ... x S| =[] 15]-
j=1

Czyli, jesli pierwszy wyraz ciaggu mozna wybraé na n; sposobdéw, drugi
mozna wybra¢ na n, sposobdw i tak dalej, to zbiér wszystkich takich
ciggéw dtugosci k ma ny - ny - ... - ng elementdw.

Uogdlnienie: Zbidr ciggéw dtugosci k, takich, ze pierwszy wyraz
mozna wybraé na n; sposobdéw, znajac wybrany pierwszy wyraz
drugi mozna wybraé na n, sposobéw i ogdlnie, dla ustalonych
pierwszych wyrazéw wyraz j + 1-szy mozna wybra¢ na nj;
sposobdéw, ma n; - ny - ... - n, elementéw.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic7b. Kombinatoryka: prawo iloczynu, wariacje



Prawo iloczynu - interpretacja
c @

A B

Prawo iloczynu stosujemy do zliczania ciagdw, czyli w sytuacji, gdy
pewnych wyboréw dokonujemy sekwencyjnie (lub przynajmniej
mozemy zatozyé, ze wykonujemy je w pewnej kolejnosci czasowej).
Na przyktad, jesli chcemy wybraé po jednym elemencie z kazdego z
powyzej przedstawionych zbioréw, to mozemy zatozyé, ze wybieramy
je w kolejnosci ABCD (jak w ciagu kropek na dole rysunku),
zastosowa¢ prawo iloczynu i moc zbioru takich ciggéw bedzie réwna
|A| - |B| - |C| - |D|. Podobnie bytoby, gdyby kolejnos¢ byta z géry
ustalona w tekscie zadania.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic7b. Kombinatoryka: prawo iloczynu, wariacje



Prawo iloczynu - przyktad

Zadanie
Na ile sposobéw w powyzszym grafie mozna przej$¢ (w kierunku
strzatek) z wierzchotka A do wierzchotka J?

Zauwazmy, ze kazda droge z A do J mozna podzieli¢ na dwie czesci
wierzchotkiem D. S3 3 sposoby dojscia z A do D i 6 sposobdéw
dojécia z D do J. Mozemy zatem patrze¢ na zagadnienie w ten
sposdb: wybieramy jeden sposéb dojécia z A do D, a nastepnie
jeden sposéb dojscia z D do J. Zgodnie z prawem iloczynu takich
sposobdw jest 3 -6 = 18.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic7b. Kombinatoryka: prawo iloczynu, wariacje



Prawo iloczynu - przyktad 2

Zadanie

lle jest liczb catkowitych 4-cyfrowych, spetniajacych warunek: w ich
zapisie dziesietnym nie wystepuje co najmniej jedna z cyfr: 0, 1 lub 27

W tym zadaniu, chcieliSmy obliczy¢ moce nastepujacych zbioréw: A
- zbidr liczb 4-cyfrowych, w ktérych nie wystepuje cyfra 0, A; - zbiér
liczb 4-cyfrowych, w ktérych nie wystepuje cyfra 1 i A, - zbiér liczb
4-cyfrowych, w ktérych nie wystepuje cyfra 2 oraz ich wszystkich
przeciec.

tatwo obliczy¢ moc zbioru Ag. Po prostu wybieramy po kolei kazdg z
cyfr liczby z Ag, czyli 4 razy, ze zwracaniem, wybieramy jedng z 9
mozliwosci (0 jest zabronione). W konsekwencji |Aq| = 9* = 6561.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic7b. Kombinatoryka: prawo iloczynu, wariacje



Prawo iloczynu - przyktad 2

Moc zbioréw A; i A, obliczamy analogicznie. Jest tylko jedna réznica
w poréwnaniu z |Ag| - przy wyborze pierwszej cyfry wybieramy tylko z
8 mozliwosci (bo jako pierwszej cyfry nie mozemy wybraé¢ 0). W
konsekwencji |A;| = |Ap| = 8- 93 = 5832.

Teraz obliczamy moce przecie¢ poszczegdlnych par. Na przyktad
przeciecie zbioréw A; i A, sktada sie z liczb 4-cyfrowych, ktére nie
zawierajg ani 1, ani 2. Pierwsza cyfre takiej liczby mozna wybraé na 7
sposobdéw (bo i tak jako pierwszej cyfry nie mozemy wybrac 0), a
pozostate cyfry na 8 sposobdéw, wiec |A; N A| =7 - 8% = 3584.
Analogicznie obliczamy moce przecie¢ Ag z kazdym z pozostatych
zbioréw. Jedyna réznica jest taka, ze w wypadku tych przecie¢ kazda
cyfre mozna wybra¢ na 8 sposobdéw, wiec

’Ao N A]_’ - ‘AO N Az‘ - 84 == 4096

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic7b. Kombinatoryka: prawo iloczynu, wariacje



Prawo iloczynu - przyktad 2

Wreszcie liczby z przeciecia Ag N A; N Az nie moga zawiera¢ 0, 11 2
jako swoich cyfr, wiec na kazdym miejscu wybieramy cyfre tej liczby
na 7 sposobéw. Stad |Ay N A; N Ay| = 7% = 2401.

Majac te wszystkie moce zbioréw i przecie¢, mozemy zastosowaé
prawo wiaczen i wytaczen jak to zrobilimy w poprzedniej prezentacji.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic7b. Kombinatoryka: prawo iloczynu, wariacje




Prawo potegi

Zadanie

Niech A i B beda zbiorami skonczonymi. lle mozna zdefiniowaé
funkcji f : A — B?

Z definicji funkcji dla kazdego argumentu a € A musimy wybrac

b € B, by f(a) = b. Czyli dokonujemy |A| wyboréw, a w kazdym
kroku wybieramy spo$réd |B| mozliwosci. Zatem, zgodnie z prawem
iloczynu mamy |B| - |B| - ...|B| = |B|”l funkcji z A do B - wzér ten
nazywa sie prawem potegi. Ze wzgledu na to, czesto zbiér wszystkich
funkcji z A do B jest oznaczany jako BA.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic7b. Kombinatoryka: prawo iloczynu, wariacje



Prawo potegi - szczegdlny przypadek

Niech A bedzie zbiorem skonczonym. Z ilu zbioréw skfada sie B(A),
czyli zbiér wszystkich podzbioréow A?

Zauwazmy wpierw, ze kazdemu podzbiorowi B C A mozna
przyporzadkowaé jednoznacznie funkcje f : A — {0, 1} taka, ze
f(a)=0,gdy a¢ Bif(a)=1gdy a € B. Réwniez kazdej funkcji
f: A— {0,1} analogicznie mozna jednoznacznie przypisaé podzbiér
B C A. Zatem podzbioréw A jest tyle samo, co funkcji z A w zbidr
dwuelementowy. Na podstawie prawa potegi: [B(A)| = 214,

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic7b. Kombinatoryka: prawo iloczynu, wariacje



Prawo iloczynu - wprowadzenie do wariacji

Zadanie

Na ile sposobéw mozna wylosowac ciag pieciu kart (kolejnos¢ ma
znaczenie!) z talii 52-kartowej ze zwracaniem i bez zwracania?

Najpierw zaktadamy, ze losujemy ze zwracaniem. Zeby zastosowad
prawo iloczynu popatrzmy na zadanie tak: mamy wylosowac ciag 5 -
elementowy. Kazde losowanie wykonuje ze zbioru 52-elementowego.
Zatem na podstawie prawa iloczynu, mozna wylosowa¢ taki cigg na
|X| =52-52-52-52-52 =52 sposobdw.

Troche bardziej skomplikowana jest sytuacja losowania bez zwracania.
Znéw losujemy cigg 5-elementowy, ale z 52 kart losujemy tylko w
pierwszym kroku. W drugim losowaniu mam 51 mozliwosci (bo jedna
karta) wypadta z puli, w trzecim 50 itd. Zatem na podstawie prawa
iloczynu, mozna wylosowa¢ taki ciag na

|X| =52-51-50-49 - 48 = 22 sposobéw.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic7b. Kombinatoryka: prawo iloczynu, wariacje



Poprzednie zadanie jest szczegélnym przypadkiem ogdlnego wzoru.
Niech |[S|=n>0i0< k < n.

Wariacje z powtoérzeniami

Ciag k elementéw ze zbioru S (niekoniecznie réznych) nazywamy
k-elementowa wariacja (domysinie z powtérzeniami) ze zbioru S. Moc
zbioru takich wariacji oznaczamy W(n, k).

| A

Wariacje bez powtérzen

Ciag k réznych elementéw ze zbioru S nazywamy k-elementowa
wariacja ze zbioru S bez powtdrzen. Moc zbioru takich wariacji
oznaczamy przez P(n, k).

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic7b. Kombinatoryka: prawo iloczynu, wariacje



Wariacje z powtoérzeniami

W (n, k) = n*
Wariacje bez powtorzen
k—1 nl
P(n, k) = n—j)=——.
(.0 =TT =) = 25

W szczegdlnosci, istnieje P(n, n) = n! n-wyrazowych wariacji bez
powtdrzen ze zbioru S, ktére nazywamy permutacjami zbioru S.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic7b. Kombinatoryka: prawo iloczynu, wariacje



Permutacje i funkcje kodujace

Przypominam, ze funkcja kodujaca to byta permutacja zbioru
jednostek tekstu jawnego i szyfrogramu. Zatem, jesli ten zbidr
jednostek oznaczymy jako J, to istnieje |J|! funkcji kodujacych.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic7b. Kombinatoryka: prawo iloczynu, wariacje



Roéznica miedzy stosowaniem prawa sumy i prawa

iloczynu

Wiele probleméw sprawia pytanie, kiedy w praktycznych zadaniach
zastosowac prawo sumy, a kiedy prawo iloczynu. Najlepiej wyrobi¢
sobie intuicje, robigc duzo zadan z kombinatoryki, ale ogélna
wskazdwka jest nastepujaca: Jesli mamy obliczy¢ liczbe elementéw
zbioru, posiadajacych jedna z kilku cech (spdjnik lub), to zapewne
powinniémy uzy¢ prawa sumy (lub w bardziej skomplikowanych
okolicznosciach - prawa wiaczen i wytaczen). Jesli mamy obliczy¢ na
ile sposobéw mozemy wybraé element z jedng cecha, a nastepnie
element z druga cecha itp., to zapewne powinniSmy uzy¢ prawa
iloczynu (wskazéwka jest, ze tych wyboréw mozna dokonywaé
sekwencyjnie tj. jeden po drugim, albo tez uzycie spdjnika i).

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic7b. Kombinatoryka: prawo iloczynu, wariacje



Prawo sumy a prawo iloczynu - przyktad

Zatézmy, ze mamy dany zbiér oséb dzielacy sie na podzbiory na dwa
sposoby:

a) K - zbiér kobiet, M - zbiér mezczyzn.

b) C - zbiér ciemnowtosych, J - zbiér jasnowtosych.

Jesli mamy znalez¢ osobe, ktéra jest kobieta lub jest ciemnowtfosa,
uzyjemy prawa sumy (jedna z kilku cech) i otrzymamy, ze jest

|X| = |K| +|C| — |K N C| takich oséb.

Jesli mamy znalez¢ liczbe dwuosobowych delegacji ztozonych z
kobiety i mezczyzny, obliczamy na podstawie prawa iloczynu

|X| = |K| - |M| (bo jest tu sekwencyjny wybér: na przyktad mozemy
wybraé najpierw kobiete, potem mezczyzne).

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic7b. Kombinatoryka: prawo iloczynu, wariacje



Ciagi i zbiory, wariacje i kombinacje

Wariacje istotne s3 przy zliczaniu ciggdw, czyli zestawien elementéw
w ktérych porzadek ustawienia elementéw jest istotny.

Jesli porzadek ustawienia elementéw (kolejno$¢) nie jest istotny,
zliczamy raczej liczbe pewnych podzbioréw, czyli kombinacje. Z
definicji, w podzbiorach elementy nie powinny sie powtarzad.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic7b. Kombinatoryka: prawo iloczynu, wariacje



Niech |[S|=n>0i0< k < n.

Kombinacje

k-elementowa kombinacja elementéw zbioru S nazywamy jego
k-elementowy podzbiér. Liczbe takich podzbioréw oznaczamy (|
(czytamy ,n po k" lub ,n nad k") i nazywamy symbolem Newtona
lub wspétczynnikiem dwumianowym Newtona.

Kombinacje

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic7b. Kombinatoryka: prawo iloczynu, wariacje



Kombinacje - przyktad

Zadanie

lle istnieje ciggédw dtugosci n, ztozonych z zer i jedynek,
zawierajacych doktadnie k jedynek?

Ponumerujmy elementy ciaggu od 1 do n. Teraz musimy wybra¢ k
miejsc, na ktérych w tym ciagu znajda sie jedynki. Wybér tych k
miejsc bedzie jednoznaczny z wyborem ciggu, bo na pozostatych
miejscach musza by¢ 0. Innymi stowy - spos$réd n numeréw mamy
wybraé k, przy czym kolejno$¢ wyboru nie jest istotna (jesli
wybierzemy najpierw numer 2, a potem 5, to bedziemy w takiej
samej sytuacji jak gdy wybierzemy najpierw 5, a potem 2). Zatem

n

wynikiem bedzie (k) .

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic7b. Kombinatoryka: prawo iloczynu, wariacje



Podstawowe wtasnosci symbolu Newtona

Podstawowe wtasnosci symbolu Newtona

(0)=5() =" ()= (")

Uzasadnienie ostatniego wzoru: ze zbioru n-elementowego mozna
wybrac¢ zbiér k elementowy na tyle samo sposobéw, na ile mozna
wybraé jego dopetnienie, czyli zbiér n — k elementowy.

Pierwsze dwa wzory oznaczaja, ze istnieje tylko jeden
zero-elementowy podzbiér dowolnego zbioru (pusty), a zbidr
1-elementowy ze zbioru n-elementowego mozna wybraé na n
sposobow.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic7b. Kombinatoryka: prawo iloczynu, wariacje



Definicja rekurencyjna symbolu Newtona

Symbol Newtona mozna tez zdefiniowaé rekurencyjnie.

Definicja rekurencyjna symbolu Newtona

n\ ] 1; gdy k=0 lub k=n,
<k> D)+ () edy o<k <n

Ciekawostka: ta definicja jest podstawa konstrukgji tzw. tréjkata
Pascala.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic7b. Kombinatoryka: prawo iloczynu, wariacje



Wzér dwumianowy

Nazwa wspétczynnik dwumianowy Newtona wynika z nastepujacego
wzoru:

Wzér dwumianowy
Dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b oraz dla kazdego n € N

zachodzi:

wrop =3 (Do

k=0

Jest to uogdlnienie znanych wzoréw na kwadrat lub szesScian sumy.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic7b. Kombinatoryka: prawo iloczynu, wariacje



Kombinacje - przyktad

/Zadanie

Na ile sposobéw z talii 52 kart mozna utozy¢ pokerowy uktad zwany
fullem (czyli tréjka + para) lub karetg (czwérka+jedna karta)?

Najpierw zajmiemy sie iloscig fulli: wybierzmy ,wysoko$¢" tréjki (w
sensie, czy to beda 3 piatki, czy 3 walety). Mozemy to zrobi¢ na 13
sposobdéw. Nastepnie, wybierzmy z jakich koloréw beda pochodzi¢
karty w tréjce. Musimy wybraé 3 z 4 koloréw i kolejno$¢ wyboru nie
ma znaczenia (bo wszystko jedno, czy najpierw wybierzemy trefle,

czy kiery). Zatem stosujemy kombinacje: (;’)

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic7b. Kombinatoryka: prawo iloczynu, wariacje



Kombinacje - przyktad

Na ile sposobéw z talii 52 kart mozna ufozyé pokerowy uktad zwany
fullem (czyli tréjka + para) lub kareta (czwérka+jedna karta)?

Teraz wybieramy ,wysokos$¢” pary. Nie moze by¢ taka sama jak
wysokos¢ tréjki, wiec zostato 12 mozliwosci. Wybieranie koloréow w
parze przeprowadzamy tak jak w trdjce i otrzymujemy %) mozliwosci
wyboru koloréw. Zatem, zgodnie z prawem iloczynu liczba fulli to:

4\ (4
13-12- () - (|) = 3744.
a2 (3) ;) -

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic7b. Kombinatoryka: prawo iloczynu, wariacje



Kombinacje - przyktad

/Zadanie

Na ile sposobéw z talii 52 kart mozna ufozyé pokerowy uktad zwany
fullem (czyli tréjka + para) lub kareta (czwérka+jedna karta)?

lle jest mozliwych karet? Najpierw musimy wybraé wysokos$¢ czworki
kart, ktére sktadaja sie na karete: mozemy to zrobi¢ na 13 sposobdw.
Taka czwoérka danej wysokosci moze by¢ wybrana tylko na jeden
sposéb (bo zawiera wszystkie kolory). Jednak do tej czwérki musimy
dobrad jeszcze jedna, inng karte, co mozemy zrobi¢ na 52 — 4 = 48
sposobdéw. Te dwie kwestie mozemy rozstrzygnaé sekwencyjnie, wiec
liczba karet (zgodnie z prawem iloczynu) to:

13- 48 = 624.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic7b. Kombinatoryka: prawo iloczynu, wariacje



Kombinacje - przyktad

/Zadanie

Na ile sposobéw z talii 52 kart mozna utozy¢ pokerowy uktad zwany
fullem (czyli tréjka + para) lub karetg (czwérka+jedna karta)?

lle zatem jest fulli i karet? Tym razem nie dokonujemy wyboru
sekwencyjnie, chcemy utozy¢ fulla lub karete, wiec trzeba skorzystaé
z prawa sumy. Dodatkowo, nie mozna miec jednoczesnie fulla i karety,
czes¢ wspolna tych zbioréw jest pusta, wiec wystarczy po prostu
doda¢ moce zbioréw fulli i karet, by otrzymad ostateczny wynik:

3744 4- 624 = 4368.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic7b. Kombinatoryka: prawo iloczynu, wariacje



Uwaga dotyczaca wynikéw zadan

Jak wida¢, w wynikach zadanh czesto pojawiaja sie rezultaty typu
(171>, 508, 18! itp. Nie ma potrzeby oblicza¢ ich doktadnej wartoéci -
w szczegoblnosci dlatego, ze jest na tyle duza, ze kalkulator moze nie
dac¢ sobie z tym rady. W praktycznych zastosowaniach zwykle stuzy
nam taka warto$¢ albo do poréwnania z inng, albo do obliczenia
prawdopodobienstwa - i jest szansa, ze te duze liczby sie¢ poskracaja.
Podsumowujac, wynik w stylu (171) - 508 + %E jest absolutnie dobrym
wynikiem zadania i nie trzeba juz nic dalej wylicza¢. W poprzednim
zadaniu, wynik mozna byto zostawi¢ w postaci

13-12. (‘3‘) . (;‘) + 13- 48. Oczywiscie, czasami jesli te liczby s3 mate

(typu (g),23, 41) - raczej powinno sie to przeliczyé, acz pozostawienie
wyniku w tej postaci nie jest duzym btedem.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic7b. Kombinatoryka: prawo iloczynu, wariacje



Kombinacje z powtorzeniami - motywacja

Ciagi réznia sie od zbioréw nie tylko tym, ze kolejnos$¢ elementéw
ciggu ma znaczenie, ale i tym, ze elementy w ciggu moga sie
powtarzaé, a w zbiorze nie. Dlatego wariacje mielimy w dwdéch
wersjach: z powtdrzeniami i bez, a kombinacje (jak na razie) - tylko w
wersji bez powtérzen. Jednak czasem moze pojawi¢ sie sytuacja, gdy
kolejno$¢ wybieranych elementéw nie ma znaczenia, ale moga sie one
powtarza¢. Na przyktad, k klientdéw restauracji wybiera jedno z oferty
n dan. Na koniec dnia, podsumowujemy ile razy kazde danie zostato
wybrane. lle takich podsumowan jest mozliwych? W takiej sytuacji,
kolejno$¢ dokonywania wyboréw nie ma znaczenia (wiec wariacje nie
dostarcza odpowiedzi), ale wybory klientéw moga sie powtarzaé (wiec
kombinacje bez powtérzen nie pomoga). Potrzebujemy kombinacji z
powtdérzeniami.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic7b. Kombinatoryka: prawo iloczynu, wariacje



Kombinacje z powtdrzeniami - przykfady

W jakim$ badaniu przeprowadzonym na k-elementowej probce danych
przypisujemy elementom prébki ceche, ktéra moze przyjmowaé n
wartosci. Na przyktad, ankietowani obywatele jakiego$ kraju wskazuja,
na kogo ze zbioru n kandydatéw zagtosuja w najblizszych wyborach
prezydenckich, albo wylosowanej prébce k kredek przypisujemy jeden
z n koloréw. Réwniez cechy o wartosciach ciagtych, ktére mozemy
podzieli¢ na przedziaty, mozna traktowaé podobnie: mozemy np.
wylosowanej prébce k dni w ciggu roku przypisa¢ ich temperature w
n zakresach np. dni ze $rednig temperatura ponizej —10 stopni
Celsjusza, w przedziatach (—10) — 0, 0 — 10, 10 — 20 i ponad 20
stopni Celsjusza (w tym przypadku n = 5).

Za kazdym razem w takiej sytuacji, kombinacja z powtérzeniami
zliczytaby nam ilo$¢ wszystkich mozliwych wynikéw takiego badania.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic7b. Kombinatoryka: prawo iloczynu, wariacje



Multizbiory - definicja

To, co chcemy zlicza¢, to tak naprawde multizbiory.

Multizbiorem nazywamy pare (A, m), gdzie A jest pewnym zbiorem, a
m : A — N, funkcja zadajaca liczbe powtérzen m(a) elementu a w
multizbiorze (A, m). Liczba elementéw multizbioru to suma krotnosci
powtérzen elementéw zbioru A czyli 3,4 m(a).

Multizbiér interpretujemy jako ,zbiér" w ktérym elementy moga sie
powtarzaé, np. {2,2,2,3,5,5} (multizbiér 6-elementowy, gdzie
m(2) =3, m(3) = 1, m(5) = 2). Przyktadem koncepcji multizbioru
jest zbidr dzielnikéw pierwszych liczby naturalnej (np. multizbiér z
poprzedniego zdania przedstawia dzielniki pierwsze liczby 600).

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic7b. Kombinatoryka: prawo iloczynu, wariacje



Kombinacje z powtérzeniami - definicja

Niech |S|=n>0ik > 0.

Kombinacje z powtdrzeniami

k-elementowa kombinacja z powtdrzeniami elementéw zbioru S
nazywamy k-elementowy multizbiér (A, m) taki, ze AC S.

Zliczanie kombinacji z powtérzeniami

Liczba k-elementowych kombinacji z powtdrzeniami zbioru
n-elementowego wyraza sie wzorem

n+k—1
n—1

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic7b. Kombinatoryka: prawo iloczynu, wariacje



Kombinacje z powtérzeniami - definicja

Zliczanie kombinacji z powtérzeniami

Liczba k-elementowych kombinacji z powtdérzeniami zbioru
n-elementowego wyraza sie wzorem

Wzér ten znany jest jako ,wzér pudetkowy” i opiera sie na
nastepujacej interpretacji kombinacji z powtérzeniami: kazdemu
elementowi zbioru S z przypisujemy ,pudetko”. Modelujac multizbiér
(A, m), do pudetek wktadamy identyczne przedmioty (np. kulki) w
taki sposéb, ze w pudetku odpowiadalagcym elementowi a jest m(a)
kulek. Kazde rozmieszczenie k ,kulek” do ,pudetek” odpowiada
dokfadnie jednemu multizbiorowi, wiec k-elementowych kombinacji z
powtdrzeniami jest tyle, ile rozmieszczen ,k kulek w n pudetkach”.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic7b. Kombinatoryka: prawo iloczynu, wariacje



Wzér pudetkowy

Wzér pudetkowy

Istnieje (”’;ﬁl) sposobdéw rozmieszczania k identycznych

przedmiotéw w n rozréznialnych pudetkach.

Wzér pudetkowy - inne sformutowanie

Liczba sposobéw wyboru k przedmiotéw nalezacych do n

rozréznialnych typéw przy zatozeniu, ze powtdrzenia sg dopuszczalne,

- (n+k—1
wynosi ( i

Te dwie interpretacje wzoru s3 réwnowazne.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic7b. Kombinatoryka: prawo iloczynu, wariacje



Wzér pudetkowy - interpretacja

Przedmioty nierozréznialne mozna po prostu ustawi¢ w rzedzie i
podzieli¢ n — 1 ,separatorami” tak, by pomiedzy ,separatorami” byty
przedmioty, ktére trafiajg do tego samego pudetka.

Przyktadowo powyzej mamy podziat 17(k) przedmiotéw miedzy 6(n)
pudetek za pomoca 5 (n — 1) separatoréw: do pierwszego trafig 2
przedmioty, do drugiego 3, do trzeciego 6, do czwartego 0 (bo s 2
separatory obok siebie), do pigtego 4 i do széstego 2. Zauwazmy, ze
w ten sposéb sprowadzamy zagadnienie do ustawienia w ciag

n — 1+ k obiektéw (przedmiotéw i separatoréw). Jako, ze zaréwno
przedmioty, jak i separatory s3 nierozréznialne - wszystko sprowadza
sie do wskazania miejsc w tym ciggu, gdzie maja stac separatory -

stad ("Jgﬁl) .

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic7b. Kombinatoryka: prawo iloczynu, wariacje



Wzér pudetkowy - uwagi

o Uktadanie nierozréznialnych przedmiotéw w nierozréznialnych
pudetkach jest znacznie trudniejsze, jedli chodzi o obliczanie
liczby mozliwosci. Odpowiadatoby sytuacji, gdy nazwy
elementéw w podstawowym zbiorze mutizbioru sg nieznane i
mozna je dowolnie zamieniaé miejscami

o Uktadanie rozréznialnych przedmiotéw w rozréznialnych
pudetkach jest tatwe: przedmioty rozréznialne mozna
jednoznacznie utozy¢ w ciag, wiec wariacja z powtdrzeniami
bedzie tu wtasciwg interpretacja zagadnienia.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic7b. Kombinatoryka: prawo iloczynu, wariacje



Wzér pudetkowy - przyktad

Zadanie

lle liczb catkowitych dodatnich nie wiekszych od 100000 ma te
wtasnos$¢, ze suma ich cyfr wynosi 77

Na pierwszy rzut oka nie wida¢, jaki jest zwigzek tego zadania z
pudetkami.Najpierw zauwazmy, ze 100000 nie ma takiej wtasnosci,
zatem wszystkie liczby, ktérych szukamy, s3 co najwyzej
5-cyfrowe.Kazda taka liczbe mozna zinterpretowaé nastepujaco:
rozwazamy pudetka odpowiadajace jednostkom, dziesigtkom, setkom,
tysigcom i dziesigtkom tysiecy w tej liczbie (jest ich 5) i do kazdego
pudetka wktadamy tyle kulek, ile wynosi odpowiadajaca mu cyfra.
Suma tych cyfr wynosi 7, wiec i kulek tez mamy 7 do dyspozycji.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic7b. Kombinatoryka: prawo iloczynu, wariacje



Wz6r pudetkowy - przykfad

[®e | [een]| | | [ ]
2 3 0 1 1

[ 1L #] [wewd []
1 4 2 o

Na rysunkach powyzej rozktad kulek w pudetkach odpowiadajacy
liczbom 23011 i 1420 - spetniajagcym zatozenia zadania. Oczywiscie
pudetka s3 rozréznialne (bo zamiana cyfr miejscami w liczbie moze
zmieni¢ te liczbe), a kulki nie (bo zamiana miejscami dwu kulek nie
zmienia liczby).

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic7b. Kombinatoryka: prawo iloczynu, wariacje



Wz6r pudetkowy - przykfad

Oczywiscie, jeden uktad 7 nierozréznialnych kulek w 5 rozréznialnych
pudetkach odpowiada doktadnie jednej szukanej liczbie. Zatem
zamiast pytac o ilo$¢ liczb co najwyzej pieciocyfrowych o sumie cyfr
7, mozemy pytac o liczbe rozmieszczenh 7 nierozréznialnych kulek w 5
rozréznialnych pudetkach. A takich rozmieszczehn wiemy, ze jest:

(-

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic7b. Kombinatoryka: prawo iloczynu, wariacje




Kombinacja z powtdrzeniami - przykfad

lle liczb catkowitych dodatnich nie wiekszych od 100000 ma te
wtasnos$¢, ze suma ich cyfr wynosi 77

Alternatywnie i bardziej formalnie: Zbiorem S jest tutaj zbiér
~miejsc” w 5-cyfrowej liczbie. S = {cyfra jednostek, cyfra dziesiatek,
cyfra setek, cyfra tysiecy, cyfra dziesiatek tysiecy}. Liczbie, ktérej
suma cyfr wynosi 7 odpowiada 7-elementowy multizbiér ze zbioru S:
np. liczbie 1402 odpowiada multizbiér {cyfra jednostek, cyfra
jednostek, cyfra setek, cyfra setek, cyfra setek, cyfra setek, cyfra
tysiecy}. Otrzymujemy te sama odpowiedz:

(257) ()

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic7b. Kombinatoryka: prawo iloczynu, wariacje



Wzér pudetkowy - przyktad 2

Zadanie

Na ile sposobéw mozna wybra¢ 10 monet, majac do wyboru
nieograniczony zapas groszy, piecio-, dziesiecio- i
pieédziesiecio-groszéwek?

Mozemy tu bezposrednio skorzystac z drugiej interpretacji wzoru
pudetkowego: mamy tu wybra¢ 10 przedmiotéw sposréd 4
rozréznialnych typdw, przy czym powtdrzenia sg dopuszczalne. Zatem

wynikiem jest
10+4-1\ (13
4—1 ) \3)

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic7b. Kombinatoryka: prawo iloczynu, wariacje



Kombinacja z powtdrzeniami - przyktad 2

Zadanie

Na ile sposobéw mozna wybra¢ 10 monet, majac do wyboru
nieograniczony zapas groszy, piecio-, dziesiecio- i
piecdziesiecio-groszéwek?

Alternatywnie, mozemy to zadanie zinterpretowac jako zliczanie
liczby 10-elementowych kombinacji z powtérzeniami ze zbioru
4-elementowego:

S = { grosz, 5-groszéwka, 10-groszéwka, 50-groszéwka }.

Oczywiscie, daje nam to ten sam wynik (1();:11_1) = (133).

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic7b. Kombinatoryka: prawo iloczynu, wariacje
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