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Prawo iloczynu

Prawo iloczynu
Niech S1, . . . , Sk będą zbiorami skończonymi. Wtedy

|S1 × . . .× Sk | =
k∏

j=1

|Sj |.

Czyli, jeśli pierwszy wyraz ciągu można wybrać na n1 sposobów, drugi
można wybrać na n2 sposobów i tak dalej, to zbiór wszystkich takich
ciągów długości k ma n1 · n2 · . . . · nk elementów.

Uogólnienie: Zbiór ciągów długości k , takich, że pierwszy wyraz
można wybrać na n1 sposobów, znając wybrany pierwszy wyraz
drugi można wybrać na n2 sposobów i ogólnie, dla ustalonych j
pierwszych wyrazów wyraz j + 1-szy można wybrać na nj+1
sposobów, ma n1 · n2 · . . . · nk elementów.
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Prawo iloczynu - interpretacja

Prawo iloczynu stosujemy do zliczania ciągów, czyli w sytuacji, gdy
pewnych wyborów dokonujemy sekwencyjnie (lub przynajmniej
możemy założyć, że wykonujemy je w pewnej kolejności czasowej).
Na przykład, jeśli chcemy wybrać po jednym elemencie z każdego z
powyżej przedstawionych zbiorów, to możemy założyć, że wybieramy
je w kolejności ABCD (jak w ciągu kropek na dole rysunku),
zastosować prawo iloczynu i moc zbioru takich ciągów będzie równa
|A| · |B | · |C | · |D|. Podobnie byłoby, gdyby kolejność była z góry
ustalona w tekście zadania.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie)7b. Kombinatoryka: prawo iloczynu, wariacje i kombinacje 3 / 40



Prawo iloczynu - przykład

Zadanie
Na ile sposobów w powyższym grafie można przejść (w kierunku
strzałek) z wierzchołka A do wierzchołka J?

Zauważmy, że każdą drogę z A do J można podzielić na dwie części
wierzchołkiem D. Są 3 sposoby dojścia z A do D i 6 sposobów
dojścia z D do J . Możemy zatem patrzeć na zagadnienie w ten
sposób: wybieramy jeden sposób dojścia z A do D, a następnie
jeden sposób dojścia z D do J . Zgodnie z prawem iloczynu takich
sposobów jest 3 · 6 = 18.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie)7b. Kombinatoryka: prawo iloczynu, wariacje i kombinacje 4 / 40



Prawo iloczynu - przykład 2

Zadanie
Ile jest liczb całkowitych 4-cyfrowych, spełniających warunek: w ich
zapisie dziesiętnym nie występuje co najmniej jedna z cyfr: 0, 1 lub 2?

W tym zadaniu, chcieliśmy obliczyć moce następujących zbiorów: A0
- zbiór liczb 4-cyfrowych, w których nie występuje cyfra 0, A1 - zbiór
liczb 4-cyfrowych, w których nie występuje cyfra 1 i A2 - zbiór liczb
4-cyfrowych, w których nie występuje cyfra 2 oraz ich wszystkich
przecięć.
Łatwo obliczyć moc zbioru A0. Po prostu wybieramy po kolei każdą z
cyfr liczby z A0, czyli 4 razy, ze zwracaniem, wybieramy jedną z 9
możliwości (0 jest zabronione). W konsekwencji |A0| = 94 = 6561.
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Prawo iloczynu - przykład 2

Moc zbiorów A1 i A2 obliczamy analogicznie. Jest tylko jedna różnica
w porównaniu z |A0| - przy wyborze pierwszej cyfry wybieramy tylko z
8 możliwości (bo jako pierwszej cyfry nie możemy wybrać 0). W
konsekwencji |A1| = |A2| = 8 · 93 = 5832.
Teraz obliczamy moce przecięć poszczególnych par. Na przykład
przecięcie zbiorów A1 i A2 składa się z liczb 4-cyfrowych, które nie
zawierają ani 1, ani 2. Pierwszą cyfrę takiej liczby można wybrać na 7
sposobów (bo i tak jako pierwszej cyfry nie możemy wybrać 0), a
pozostałe cyfry na 8 sposobów, więc |A1 ∩ A2| = 7 · 83 = 3584.
Analogicznie obliczamy moce przecięć A0 z każdym z pozostałych
zbiorów. Jedyna różnica jest taka, że w wypadku tych przecięć każdą
cyfrę można wybrać na 8 sposobów, więc
|A0 ∩ A1| = |A0 ∩ A2| = 84 = 4096.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie)7b. Kombinatoryka: prawo iloczynu, wariacje i kombinacje 6 / 40



Prawo iloczynu - przykład 2

Wreszcie liczby z przecięcia A0 ∩ A1 ∩ A2 nie mogą zawierać 0, 1 i 2
jako swoich cyfr, więc na każdym miejscu wybieramy cyfrę tej liczby
na 7 sposobów. Stąd |A0 ∩ A1 ∩ A2| = 74 = 2401.
Mając te wszystkie moce zbiorów i przecięć, możemy zastosować
prawo włączeń i wyłączeń jak to zrobiliśmy w poprzedniej prezentacji.
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Prawo potęgi

Zadanie
Niech A i B będą zbiorami skończonymi. Ile można zdefiniować
funkcji f : A→ B?

Z definicji funkcji dla każdego argumentu a ∈ A musimy wybrać
b ∈ B , by f (a) = b. Czyli dokonujemy |A| wyborów, a w każdym
kroku wybieramy spośród |B | możliwości. Zatem, zgodnie z prawem
iloczynu mamy |B | · |B | · . . . |B | = |B ||A| funkcji z A do B - wzór ten
nazywa się prawem potęgi. Ze względu na to, często zbiór wszystkich
funkcji z A do B jest oznaczany jako BA.
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Prawo potęgi - szczególny przypadek

Zadanie
Niech A będzie zbiorem skończonym. Z ilu zbiorów składa się P(A),
czyli zbiór wszystkich podzbiorów A?

Zauważmy wpierw, że każdemu podzbiorowi B ⊂ A można
przyporządkować jednoznacznie funkcję f : A→ {0, 1} taką, że
f (a) = 0, gdy a /∈ B i f (a) = 1 gdy a ∈ B . Również każdej funkcji
f : A→ {0, 1} analogicznie można jednoznacznie przypisać podzbiór
B ⊂ A. Zatem podzbiorów A jest tyle samo, co funkcji z A w zbiór
dwuelementowy. Na podstawie prawa potęgi: |P(A)| = 2|A|.
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Prawo iloczynu - wprowadzenie do wariacji

Zadanie
Na ile sposobów można wylosować ciąg pięciu kart (kolejność ma
znaczenie!) z talii 52-kartowej ze zwracaniem i bez zwracania?

Najpierw zakładamy, że losujemy ze zwracaniem. Żeby zastosować
prawo iloczynu popatrzmy na zadanie tak: mamy wylosować ciąg 5 -
elementowy. Każde losowanie wykonuję ze zbioru 52-elementowego.
Zatem na podstawie prawa iloczynu, można wylosować taki ciąg na
|X | = 52 · 52 · 52 · 52 · 52 = 525 sposobów.
Trochę bardziej skomplikowana jest sytuacja losowania bez zwracania.
Znów losujemy ciąg 5-elementowy, ale z 52 kart losujemy tylko w
pierwszym kroku. W drugim losowaniu mam 51 możliwości (bo jedna
karta) wypadła z puli, w trzecim 50 itd. Zatem na podstawie prawa
iloczynu, można wylosować taki ciąg na
|X | = 52 · 51 · 50 · 49 · 48 = 52!

47! sposobów.
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Wariacje

Poprzednie zadanie jest szczególnym przypadkiem ogólnego wzoru.
Niech |S | = n > 0 i 0 ¬ k ¬ n.

Wariacje z powtórzeniami
Ciąg k elementów ze zbioru S (niekoniecznie różnych) nazywamy
k-elementową wariacją (domyślnie z powtórzeniami) ze zbioru S. Moc
zbioru takich wariacji oznaczamy W (n, k).

Wariacje bez powtórzeń
Ciąg k różnych elementów ze zbioru S nazywamy k-elementową
wariacją ze zbioru S bez powtórzeń. Moc zbioru takich wariacji
oznaczamy przez P(n, k).
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Wariacje

Wariacje z powtórzeniami
W (n, k) = nk

Wariacje bez powtórzeń

P(n, k) =
k−1∏
j=0

(n − j) =
n!

(n − k)!
.

W szczególności, istnieje P(n, n) = n! n-wyrazowych wariacji bez
powtórzeń ze zbioru S , które nazywamy permutacjami zbioru S .
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Permutacje i funkcje kodujące

Przypominam, że funkcja kodująca to była permutacja zbioru
jednostek tekstu jawnego i szyfrogramu. Zatem, jeśli ten zbiór
jednostek oznaczymy jako J , to istnieje |J |! funkcji kodujących.
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Różnica między stosowaniem prawa sumy i prawa
iloczynu

Wiele problemów sprawia pytanie, kiedy w praktycznych zadaniach
zastosować prawo sumy, a kiedy prawo iloczynu. Najlepiej wyrobić
sobie intuicję, robiąc dużo zadań z kombinatoryki, ale ogólna
wskazówka jest następująca: Jeśli mamy obliczyć liczbę elementów
zbioru, posiadających jedną z kilku cech (spójnik lub), to zapewne
powinniśmy użyć prawa sumy (lub w bardziej skomplikowanych
okolicznościach - prawa włączeń i wyłączeń). Jeśli mamy obliczyć na
ile sposobów możemy wybrać element z jedną cechą, a następnie
element z drugą cechą itp., to zapewne powinniśmy użyć prawa
iloczynu (wskazówką jest, że tych wyborów można dokonywać
sekwencyjnie tj. jeden po drugim, albo też użycie spójnika i).
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Prawo sumy a prawo iloczynu - przykład

Załóżmy, że mamy dany zbiór osób dzielący się na podzbiory na dwa
sposoby:
a) K - zbiór kobiet, M - zbiór mężczyzn.
b) C - zbiór ciemnowłosych, J - zbiór jasnowłosych.
Jeśli mamy znaleźć osobę, która jest kobietą lub jest ciemnowłosa,
użyjemy prawa sumy (jedna z kilku cech) i otrzymamy, że jest
|X | = |K |+ |C | − |K ∩ C | takich osób.
Jeśli mamy znaleźć liczbę dwuosobowych delegacji złożonych z
kobiety i mężczyzny, obliczamy na podstawie prawa iloczynu
|X | = |K | · |M | (bo jest tu sekwencyjny wybór: na przykład możemy
wybrać najpierw kobietę, potem mężczyznę).
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Ciągi i zbiory, wariacje i kombinacje

Wariacje istotne są przy zliczaniu ciągów, czyli zestawień elementów
w których porządek ustawienia elementów jest istotny.
Jeśli porządek ustawienia elementów (kolejność) nie jest istotny,
zliczamy raczej liczbę pewnych podzbiorów, czyli kombinacje. Z
definicji, w podzbiorach elementy nie powinny się powtarzać.
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Kombinacje

Niech |S | = n > 0 i 0 ¬ k ¬ n.

Kombinacje
k-elementową kombinacją elementów zbioru S nazywamy jego
k-elementowy podzbiór. Liczbę takich podzbiorów oznaczamy

(
n
k

)
(czytamy „n po k” lub „n nad k”) i nazywamy symbolem Newtona
lub współczynnikiem dwumianowym Newtona.

Kombinacje (
n

k

)
=

n!

(n − k)!k!
.
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Kombinacje - przykład

Zadanie
Ile istnieje ciągów długości n, złożonych z zer i jedynek,
zawierających dokładnie k jedynek?

Ponumerujmy elementy ciągu od 1 do n. Teraz musimy wybrać k
miejsc, na których w tym ciągu znajdą się jedynki. Wybór tych k
miejsc będzie jednoznaczny z wyborem ciągu, bo na pozostałych
miejscach muszą być 0. Innymi słowy - spośród n numerów mamy
wybrać k , przy czym kolejność wyboru nie jest istotna (jeśli
wybierzemy najpierw numer 2, a potem 5, to będziemy w takiej
samej sytuacji jak gdy wybierzemy najpierw 5, a potem 2). Zatem
wynikiem będzie

(
n
k

)
.
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Podstawowe własności symbolu Newtona

Podstawowe własności symbolu Newtona(
n

0

)
= 1;

(
n

1

)
= n;

(
n

k

)
=

(
n

n − k

)
.

Uzasadnienie ostatniego wzoru: ze zbioru n-elementowego można
wybrać zbiór k elementowy na tyle samo sposobów, na ile można
wybrać jego dopełnienie, czyli zbiór n − k elementowy.
Pierwsze dwa wzory oznaczają, że istnieje tylko jeden
zero-elementowy podzbiór dowolnego zbioru (pusty), a zbiór
1-elementowy ze zbioru n-elementowego można wybrać na n
sposobów.
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Definicja rekurencyjna symbolu Newtona

Symbol Newtona można też zdefiniować rekurencyjnie.

Definicja rekurencyjna symbolu Newtona(
n

k

)
=

1; gdy k=0 lub k=n,(
n−1
k−1

)
+
(
n−1
k

)
; gdy 0 < k < n.

Ciekawostka: ta definicja jest podstawą konstrukcji tzw. trójkąta
Pascala.
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Wzór dwumianowy

Nazwa współczynnik dwumianowy Newtona wynika z następującego
wzoru:

Wzór dwumianowy
Dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b oraz dla każdego n ∈ N
zachodzi:

(a + b)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
akbn−k .

Jest to uogólnienie znanych wzorów na kwadrat lub sześcian sumy.
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Kombinacje - przykład

Zadanie
Na ile sposobów z talii 52 kart można ułożyć pokerowy układ zwany
fullem (czyli trójka + para) lub karetą (czwórka+jedna karta)?

Najpierw zajmiemy się ilością fulli: wybierzmy „wysokość” trójki (w
sensie, czy to będą 3 piątki, czy 3 walety). Możemy to zrobić na 13
sposobów. Następnie, wybierzmy z jakich kolorów będą pochodzić
karty w trójce. Musimy wybrać 3 z 4 kolorów i kolejność wyboru nie
ma znaczenia (bo wszystko jedno, czy najpierw wybierzemy trefle,
czy kiery). Zatem stosujemy kombinacje:

(
4
3

)
.
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Kombinacje - przykład

Zadanie
Na ile sposobów z talii 52 kart można ułożyć pokerowy układ zwany
fullem (czyli trójka + para) lub karetą (czwórka+jedna karta)?

Teraz wybieramy „wysokość” pary. Nie może być taka sama jak
wysokość trójki, więc zostało 12 możliwości. Wybieranie kolorów w
parze przeprowadzamy tak jak w trójce i otrzymujemy

(
4
2

)
możliwości

wyboru kolorów. Zatem, zgodnie z prawem iloczynu liczba fulli to:

13 · 12 ·
(

4
3

)
·
(

4
2

)
= 3744.
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Kombinacje - przykład

Zadanie
Na ile sposobów z talii 52 kart można ułożyć pokerowy układ zwany
fullem (czyli trójka + para) lub karetą (czwórka+jedna karta)?

Ile jest możliwych karet? Najpierw musimy wybrać wysokość czwórki
kart, które składają się na karetę: możemy to zrobić na 13 sposobów.
Taka czwórka danej wysokości może być wybrana tylko na jeden
sposób (bo zawiera wszystkie kolory). Jednak do tej czwórki musimy
dobrać jeszcze jedną, inną kartę, co możemy zrobić na 52− 4 = 48
sposobów. Te dwie kwestie możemy rozstrzygnąć sekwencyjnie, wiec
liczba karet (zgodnie z prawem iloczynu) to:

13 · 48 = 624.
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Kombinacje - przykład

Zadanie
Na ile sposobów z talii 52 kart można ułożyć pokerowy układ zwany
fullem (czyli trójka + para) lub karetą (czwórka+jedna karta)?

Ile zatem jest fulli i karet? Tym razem nie dokonujemy wyboru
sekwencyjnie, chcemy ułożyć fulla lub karetę, więc trzeba skorzystać
z prawa sumy. Dodatkowo, nie można mieć jednocześnie fulla i karety,
część wspólna tych zbiorów jest pusta, więc wystarczy po prostu
dodać moce zbiorów fulli i karet, by otrzymać ostateczny wynik:

3744 + 624 = 4368.
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Uwaga dotycząca wyników zadań

Jak widać, w wynikach zadań często pojawiają się rezultaty typu(
11
7

)
, 508, 18! itp. Nie ma potrzeby obliczać ich dokładnej wartości -

w szczególności dlatego, że jest na tyle duża, że kalkulator może nie
dać sobie z tym rady. W praktycznych zastosowaniach zwykle służy
nam taka wartość albo do porównania z inną, albo do obliczenia
prawdopodobieństwa - i jest szansa, że te duże liczby się poskracają.
Podsumowując, wynik w stylu

(
11
7

)
· 508 + 18!

13! jest absolutnie dobrym
wynikiem zadania i nie trzeba już nic dalej wyliczać. W poprzednim
zadaniu, wynik można było zostawić w postaci
13 · 12 ·

(
4
3

)
·
(
4
2

)
+ 13 · 48. Oczywiście, czasami jeśli te liczby są małe

(typu
(
5
3

)
, 23, 4!) - raczej powinno się to przeliczyć, acz pozostawienie

wyniku w tej postaci nie jest dużym błędem.
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Kombinacje z powtórzeniami - motywacja

Ciągi różnią się od zbiorów nie tylko tym, że kolejność elementów
ciągu ma znaczenie, ale i tym, że elementy w ciągu mogą się
powtarzać, a w zbiorze nie. Dlatego wariacje mieliśmy w dwóch
wersjach: z powtórzeniami i bez, a kombinacje (jak na razie) - tylko w
wersji bez powtórzeń. Jednak czasem może pojawić się sytuacja, gdy
kolejność wybieranych elementów nie ma znaczenia, ale mogą się one
powtarzać. Na przykład, k klientów restauracji wybiera jedno z oferty
n dań. Na koniec dnia, podsumowujemy ile razy każde danie zostało
wybrane. Ile takich podsumowań jest możliwych? W takiej sytuacji,
kolejność dokonywania wyborów nie ma znaczenia (więc wariacje nie
dostarczą odpowiedzi), ale wybory klientów mogą się powtarzać (więc
kombinacje bez powtórzeń nie pomogą). Potrzebujemy kombinacji z
powtórzeniami.
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Kombinacje z powtórzeniami - przykłady

W jakimś badaniu przeprowadzonym na k-elementowej próbce danych
przypisujemy elementom próbki cechę, która może przyjmować n
wartości. Na przykład, ankietowani obywatele jakiegoś kraju wskazują,
na kogo ze zbioru n kandydatów zagłosują w najbliższych wyborach
prezydenckich, albo wylosowanej próbce k kredek przypisujemy jeden
z n kolorów. Również cechy o wartościach ciągłych, które możemy
podzielić na przedziały, można traktować podobnie: możemy np.
wylosowanej próbce k dni w ciągu roku przypisać ich temperaturę w
n zakresach np. dni ze średnią temperaturą poniżej −10 stopni
Celsjusza, w przedziałach (−10)− 0, 0− 10, 10− 20 i ponad 20
stopni Celsjusza (w tym przypadku n = 5).
Za każdym razem w takiej sytuacji, kombinacja z powtórzeniami
zliczyłaby nam ilość wszystkich możliwych wyników takiego badania.
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Multizbiory - definicja

To, co chcemy zliczać, to tak naprawdę multizbiory.

Multizbiór
Multizbiorem nazywamy parę (A,m), gdzie A jest pewnym zbiorem, a
m : A→ N+ funkcją zadającą liczbę powtórzeń m(a) elementu a w
multizbiorze (A,m). Liczba elementów multizbioru to suma krotności
powtórzeń elementów zbioru A czyli

∑
a∈A m(a).

Multizbiór interpretujemy jako „zbiór” w którym elementy mogą się
powtarzać, np. {2, 2, 2, 3, 5, 5} (multizbiór 6-elementowy, gdzie
m(2) = 3, m(3) = 1, m(5) = 2). Przykładem koncepcji multizbioru
jest zbiór dzielników pierwszych liczby naturalnej (np. multizbiór z
poprzedniego zdania przedstawia dzielniki pierwsze liczby 600).
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Kombinacje z powtórzeniami - definicja

Niech |S | = n > 0 i k ­ 0.

Kombinacje z powtórzeniami
k-elementową kombinacją z powtórzeniami elementów zbioru S
nazywamy k-elementowy multizbiór (A,m) taki, że A ⊂ S .

Zliczanie kombinacji z powtórzeniami
Liczba k-elementowych kombinacji z powtórzeniami zbioru
n-elementowego wyraża się wzorem(

n + k − 1
n − 1

)
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Kombinacje z powtórzeniami - definicja

Zliczanie kombinacji z powtórzeniami
Liczba k-elementowych kombinacji z powtórzeniami zbioru
n-elementowego wyraża się wzorem(

n + k − 1
n − 1

)

Wzór ten znany jest jako „wzór pudełkowy” i opiera się na
następującej interpretacji kombinacji z powtórzeniami: każdemu
elementowi zbioru S z przypisujemy „pudełko”. Modelując multizbiór
(A,m), do pudełek wkładamy identyczne przedmioty (np. kulki) w
taki sposób, że w pudełku odpowiadalącym elementowi a jest m(a)
kulek. Każde rozmieszczenie k „kulek” do „pudełek” odpowiada
dokładnie jednemu multizbiorowi, więc k-elementowych kombinacji z
powtórzeniami jest tyle, ile rozmieszczeń „k kulek w n pudełkach”.
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Wzór pudełkowy

Wzór pudełkowy

Istnieje
(
n+k−1
n−1

)
sposobów rozmieszczania k identycznych

przedmiotów w n rozróżnialnych pudełkach.

Wzór pudełkowy - inne sformułowanie
Liczba sposobów wyboru k przedmiotów należących do n
rozróżnialnych typów przy założeniu, że powtórzenia są dopuszczalne,
wynosi

(
n+k−1
n−1

)
.

Te dwie interpretacje wzoru są równoważne.
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Wzór pudełkowy - interpretacja

Przedmioty nierozróżnialne można po prostu ustawić w rzędzie i
podzielić n − 1 „separatorami” tak, by pomiędzy „separatorami” były
przedmioty, które trafiają do tego samego pudełka.

Przykładowo powyżej mamy podział 17(k) przedmiotów między 6(n)
pudełek za pomocą 5 (n − 1) separatorów: do pierwszego trafią 2
przedmioty, do drugiego 3, do trzeciego 6, do czwartego 0 (bo są 2
separatory obok siebie), do piątego 4 i do szóstego 2. Zauważmy, że
w ten sposób sprowadzamy zagadnienie do ustawienia w ciąg
n − 1 + k obiektów (przedmiotów i separatorów). Jako, że zarówno
przedmioty, jak i separatory są nierozróżnialne - wszystko sprowadza
się do wskazania miejsc w tym ciągu, gdzie mają stać separatory -
stąd

(
n+k−1
n−1

)
.
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Wzór pudełkowy - uwagi

Układanie nierozróżnialnych przedmiotów w nierozróżnialnych
pudełkach jest znacznie trudniejsze, jeśli chodzi o obliczanie
liczby możliwości. Odpowiadałoby sytuacji, gdy nazwy
elementów w podstawowym zbiorze mutizbioru są nieznane i
można je dowolnie zamieniać miejscami

Układanie rozróżnialnych przedmiotów w rozróżnialnych
pudełkach jest łatwe: przedmioty rozróżnialne można
jednoznacznie ułożyć w ciąg, więc wariacja z powtórzeniami
będzie tu właściwą interpretacją zagadnienia.
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Wzór pudełkowy - przykład

Zadanie
Ile liczb całkowitych dodatnich nie większych od 100000 ma tę
własność, że suma ich cyfr wynosi 7?

Na pierwszy rzut oka nie widać, jaki jest związek tego zadania z
pudełkami.Najpierw zauważmy, że 100000 nie ma takiej własności,
zatem wszystkie liczby, których szukamy, są co najwyżej
5-cyfrowe.Każdą taką liczbę można zinterpretować następująco:
rozważamy pudełka odpowiadające jednostkom, dziesiątkom, setkom,
tysiącom i dziesiątkom tysięcy w tej liczbie (jest ich 5) i do każdego
pudełka wkładamy tyle kulek, ile wynosi odpowiadająca mu cyfra.
Suma tych cyfr wynosi 7, więc i kulek też mamy 7 do dyspozycji.
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Wzór pudełkowy - przykład

Na rysunkach powyżej rozkład kulek w pudełkach odpowiadający
liczbom 23011 i 1420 - spełniającym założenia zadania. Oczywiście
pudełka są rozróżnialne (bo zamiana cyfr miejscami w liczbie może
zmienić tę liczbę), a kulki nie (bo zamiana miejscami dwu kulek nie
zmienia liczby).

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie)7b. Kombinatoryka: prawo iloczynu, wariacje i kombinacje 36 / 40



Wzór pudełkowy - przykład

Oczywiście, jeden układ 7 nierozróżnialnych kulek w 5 rozróżnialnych
pudełkach odpowiada dokładnie jednej szukanej liczbie. Zatem
zamiast pytać o ilość liczb co najwyżej pięciocyfrowych o sumie cyfr
7, możemy pytać o liczbę rozmieszczeń 7 nierozróżnialnych kulek w 5
rozróżnialnych pudełkach. A takich rozmieszczeń wiemy, że jest:(

7 + 5− 1
5− 1

)
=

(
11
4

)
.
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Kombinacja z powtórzeniami - przykład

Zadanie
Ile liczb całkowitych dodatnich nie większych od 100000 ma tę
własność, że suma ich cyfr wynosi 7?

Alternatywnie i bardziej formalnie: Zbiorem S jest tutaj zbiór
„miejsc” w 5-cyfrowej liczbie. S = {cyfra jednostek, cyfra dziesiątek,
cyfra setek, cyfra tysięcy, cyfra dziesiątek tysięcy}. Liczbie, której
suma cyfr wynosi 7 odpowiada 7-elementowy multizbiór ze zbioru S:
np. liczbie 1402 odpowiada multizbiór {cyfra jednostek, cyfra
jednostek, cyfra setek, cyfra setek, cyfra setek, cyfra setek, cyfra
tysięcy}. Otrzymujemy tę samą odpowiedź:(

7 + 5− 1
5− 1

)
=

(
11
4

)
.
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Wzór pudełkowy - przykład 2

Zadanie
Na ile sposobów można wybrać 10 monet, mając do wyboru
nieograniczony zapas groszy, pięcio-, dziesięcio- i
pięćdziesięcio-groszówek?

Możemy tu bezpośrednio skorzystać z drugiej interpretacji wzoru
pudełkowego: mamy tu wybrać 10 przedmiotów spośród 4
rozróżnialnych typów, przy czym powtórzenia są dopuszczalne. Zatem
wynikiem jest (

10 + 4− 1
4− 1

)
=

(
13
3

)
.
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Kombinacja z powtórzeniami - przykład 2

Zadanie
Na ile sposobów można wybrać 10 monet, mając do wyboru
nieograniczony zapas groszy, pięcio-, dziesięcio- i
pięćdziesięcio-groszówek?

Alternatywnie, możemy to zadanie zinterpretować jako zliczanie
liczby 10-elementowych kombinacji z powtórzeniami ze zbioru
4-elementowego:
S = { grosz, 5-groszówka, 10-groszówka, 50-groszówka }.
Oczywiście, daje nam to ten sam wynik

(
10+4−1
4−1

)
=
(
13
3

)
.
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