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Rozwigzywanie liniowych zaleznosci rekurencyjnych

W wypadkach takich jak cigg Fibonacciego, czy silnia dosy¢ tatwo
byto uzyskaé wzér rekurencyjny ciagu, ale nie wzér ogdlny
pozwalajacy szybko uzyskaé konkretny jego wyraz. Wzér rekurencyjny
bywa pozyteczny, ale ma kilka wad:

o Trzeba uwazaé, czy jego definicja jest poprawna;

@ Czesto nie wiemy z goéry, co wzdr rekurencyjny wiasciwie
definiuje;

@ Zazwyczaj obliczanie dalekich wyrazéw ciggu z jego postaci
rekurencyjnej trwa dtuzej niz gdy wzér jest podany w postaci
zwartej, czyli niezaleznej od odwotywania sie¢ do poprzednich
wyrazéw tego ciagu.

Dlatego bedziemy chcieli rozwigzywac takie zaleznosci rekurencyjne,
przez co rozumiemy znajdowanie zwartego wzoru na n-ty wyraz
danego rekurencyjnie ciagu (co nie zawsze jest mozliwe, np. silnia).
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Przykfad - wieze z Hanoi

Zagadka wiez z Hanoi

Legenda méwi, ze w braminskiej swiatyni w Hanoi mnisi przektadaja
64 ztote krazki o réznej Srednicy pomiedzy trzema diamentowymi
stupkami. Na poczatku wszystkie krazki byty nanizane na jeden
stupek, tak, ze najmniejszy krazek lezat na gérze, a pod nim
pozostate, w kolejnosci rosnacej $rednicy (najwigkszy na samym
dole). Krazki przektadane sa pojedynczo. Krazka nigdy nie mozna
byto przetozy¢ na inny stupek w ten sposéb, by lezat na mniejszym
krazku. lle co najmniej przetozen potrzeba, by wszystkie krazki
przenie$¢ z pierwszego stupka na ostatni? (zdjecie z Wikipedii)
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Przyktad - wieze z Hanoi

Zeby rozwiazaé te zagadke, najpierw ja uogdlnimy: zatézmy, ze do
dyspozycji mamy n krazkéw. Przez T, oznaczymy odpowiedZ na
pytanie: lle co najmniej przetozen potrzeba, by n krazkéw przenies¢ z
pierwszego stupka na ostatni?

Najpierw zaobserwujmy pojedyncze przypadki: To = 0 (nie
potrzebujemy sie ruszaé, by przenies¢ zero krazkéw), T3 =1 (jeden
krazek w jednym ruchu), T, = 3 (najpierw mniejszy krazek na drugi
stupek, wiekszy na trzeci, mniejszy na wiekszy).
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Wieze z Hanoi - definicja rekurencyjna

Dos¢ tatwo wyznaczyé wzor rekurencyjny na T,, zaktadajac, ze
znamy T, 1:

Zeby przetozyé na stupek trzeci najwiekszy z krazkéw, najpierw
musimy pozostate n — 1 krazkéw przetozy¢ na stupek drugi
(wykorzystujac stupek 3). W ilu przetozeniach mozna tego dokonac?
Oczywiscie, w T,_1! Nastepnie musimy przetozy¢ najwiekszy krazek z
pierwszego stupka na trzeci (1 przetozenie), a potem wszystkie n — 1
krazkéw przetozy¢ ze stupka drugiego na trzeci (wykorzystujac stupek
1) - co znowu zajmie T,_; ruchéw.

Podsumowujac, mamy 7, =T, 1 +1+ T, 1 =27, 1+1i Ty =0-
czyli petna definicje rekurencyjng T,.
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Wieze z Hanoi - wzér zwarty

T,=2T, .1+ 1i Tog =0 - ta definicja niezbyt utatwia nam
rozwigzanie oryginalnej zagadki. Obliczenie Tgq4 moze trwaé dos¢
dtugo. Dlatego potrzebujemy wzoru zwartego.

Postuzymy sie sztuczka: przyjrzymy sie ciaggowi U, := T, + 1. Ten
cigg spetnia zaleznoé¢ Up =1i U, —1=2(U,_1 — 1)+ 1, czyli

U, =2U,_1. Wzér zwarty ciagu U, wyznaczy¢ teraz tatwo: U, = 2"
(jesli nie jest to oczywiste, mozna to udowodnié na podstawie indukgji
matematycznej). Stad otrzymujemy wzér T, = U, — 1 =2" — 1.
Zatem, odpowiedzig na zagadke jest 2°* — 1, czyli ponad 18 trylionéw
przetozen. Przy zatozeniu, ze mnisi przektadaja jeden krazek na
sekunde, utozenie tej tamigtéwki zajmie im okoto 580 miliardéw lat.
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Ogolne podejscie - motywacja

Poradziliémy sobie ze zmiang postaci rekurencyjnej na zwarta w
zagadnieniu wiez Hanoi. Jednakze, metoda tam przedstawiona nie
jest uniwersalna - dziata dla tego konkretnego ciagu, ale niekoniecznie
dla jakiegokolwiek innego.

Jest wiele ogdlnych metod, czesto do$¢ wyrafinowanych,
przechodzenia z postaci rekurencyjnej do zwartej. Jako przyktad,
przedstawimy jedna, ktéra dziata dla ciagdw (s,)5°, okreslonych
wzorami rekurencyjnymi typu s, = as,_1 + bs,_» + f(n) (jak np. ciag
Fibonacciego), przy zatozeniu, ze znamy s; i sp.

Oczywiscie, metoda ta dziata tez dla wzoréw typu: s, = as,_1 + f(n)
(wystarczy podstawi¢ b = 0).
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Rozwigzania - terminologia

Rozwigzania rekurencji i réwnania rekurencyjnego

Rozwigzaniem rekurencji zadanej s, = as,_1 + bs,_» + f(n);

S0, 51 € R jest ciag (t,)7, ktdrego wzor jest zapisany w sposéb
zwarty i taki, ze ty = sp, t; = s, oraz dla kazdego n € N'\ {0,1}
zachodzi t, = at,_1 + bt,_» + f(n).

Szczegélnym rozwigzaniem réwnania rekurencyjnego

Sp = as,_1 + bs,_» + f(n) jest dowolny ciag (t,)5, ktérego wzor
jest zapisany w sposéb zwarty i taki, ze dla kazdego n € N\ {0,1}
zachodzi t, = at,_1 + bt,_» + f(n). Dla rozwigzania szczegdlnego nie
musi sie zgadzaé warunek poczatkowy rekurencji.

Ogdlnym rozwigzaniem réwnania rekurencyjnego jest zbidr jego
wszystkich rozwiazan szczegdlnych (najczesciej w postaci réwnania
zawierajacego parametr lub parametry, ktére trzeba zastapié liczbami,
by otrzymac rozwigzanie catej rekurencji).
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Rozwigzania - terminologia

Szczegdlnym rozwigzaniem réwnania rekurencyjnego dla zagadnienia
wiez Hanoi T, =T,y +1+ T,_1 =2T,_1 + 1 byfoby na przyktad
T* =22 — 1. Nie jest to faktyczne rozwiazanie rekurencji z
dodatkowym warunkiem Ty = 0, bo T§ = 3. Ogdlne rozwiagzanie
réownania rekurencyjnego T, =T, 1+1+ T, 1 =2T, 1+ 1 ma wzér
T,= C-2"—1. Dla kazdego C, T, spetnia réwnanie rekurencyjne.
Gdy wiemy, ze To = 0, mozna wyliczy¢, ze C = 1. Zatem
rozwigzaniem catego zagadnienia rekurencyjnego byto T, =2" — 1.
Procedura rozwigzywania rekurencji, ktéra bedziemy stosowad,
wymaga najpierw znalezienia rozwigzania ogélnego réwnania
rekurencyjnego, a nastepnie uzycia warunkdéw poczatkowych w celu
wyznaczenia wartosci, ktére powinny przyjaé parametry ogdlnego
rozwigzania, by zosta¢ , prawdziwym" rozwigzaniem. Dlatego warto
pamietac, ze warunkéw poczatkowych nie uzywamy, dopoki nie
otrzymamy ogdlnego rozwigzania réwnania rekurencji.
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Rekurencje liniowe jednorodne

Dla ogdlnej rekurencji s, = as,_1 + bs,_» + f(n) z danymi so, 53 € R
rekurencja liniowa jednorodna nazywamy rekurencje z réwnaniem:

Sy = asp_1 + bs,_»

(gdzie a, b € R). Przez jednorodnos¢ w tej sytuacji rozumiemy, ze
prawa strona warunku rekurencyjnego zawiera tylko wyrazy zalezne
od poprzednich elementdédw ciagu, nie od numeru obliczanego wyrazu
(f(n)), natomiast reszta réwnania rekurencyjnego jest taka sama jak
rownanie wyjsciowe.

Generalnie, rozwigzywanie ogdlnej (niejednorodnej) rekurencji
wymaga rozwigzania wpierw odpowiadajacej jej rekurencji
jednorodne;j.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic:  6¢c. Rozwigzywanie rekurencji liniowych



Rownanie charakterystyczne

Réwnanie charakterystyczne

Dla zaleznosci rekurencyjnej jednorodnej s, = as,_1 + bs,_»
réwnaniem charakterystycznym nazywamy:

x> —ax—b=0.

Jesli kto$ nie umie rozwigzywac takich réwnan, prosze sobie
przypomnied, jak to sie robito...

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic:  6c. Rozwigzywanie rekurencji liniowych



Twierdzenie o RLJ

Twierdzenie o RLJ (rekurencji liniowej jednorodnej)

Dla danych sq, s; € R i definicji rekurencyjnej jednorodnej

Sp = as,_1 + bs,_» (a, b € R), jesli réwnanie charakterystyczne
x? — ax — b = 0 ma dwa rézne pierwiastki r; i ry, to ogélnym
rozwigzaniem rekurencji jednorodnej jest:

Sp=cr + ary,
dla pewnych statych ¢; i c.
Jesli réwnanie charakterystyczne ma jeden pierwiastek podwdjny r to
ogblnym rozwigzaniem rekurencji jednorodnej jest:

s, = cir" + conr”,

dla pewnych statych ¢; i c.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic:  6¢c. Rozwigzywanie rekurencji liniowych



Twierdzenie o RLJ - uwagi

o Wystepujace w twierdzeniu rozwigzania ogdlne rownania
rekurencyjnego nie uwzgledniaja one danych sy i s;.

@ State ¢ i ¢ obliczamy podstawiajac do otrzymanego wzoru s i
s1 (jesli sa dane), otrzymujac faktyczne rozwiazanie rekurencji.

@ Podstawienie innych wartosci w miejsce ¢; i ¢; powodowatoby
powstanie innych rozwigzan szczegélnych réwnania
rekurencyjnego.

o W twierdzeniu o RLJ nie rozpatrujemy przypadku, gdy réwnanie
charakterystyczne nie ma rozwigzan: wrécimy do tego po
przyktadach.
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Twierdzenie o RLJ - uwagi

o Jesli b= 0, czyli s, = as,_1 to rownanie charakterystyczne ma
postaé x? — ax = 0, jego pierwiastki to a i 0, wiec fatwo
otrzymamy, ze rozwigzaniem takiego réwnania bedzie s, = a"s
dla wszystkich n € N.

o Jedli a =0 (czyli s, = bs,_») to réwnanie charakterystyczne ma
posta¢ x2 — b = 0, jego pierwiastki to v/b i —/b. Nietrudno
udowodnié, ze sy, = b"sy i Sp,01 = b"sy dla wszystkich n € N.
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Rekurencje liniowe jednorodne - przyktad

Zadanie

Rozwigzad rekurencje so =1, s = =3, s, = 65,1 — 9s, 5.

Najpierw wypisujemy réwnanie charakterystyczne tej rekurencji
jednorodnej:
x> —6x+9=0.

Rozwiazujac je, dostajemy jeden pierwiastek podwdjny r = 3. Zatem,
zgodnie z twierdzeniem o RLJ, rozwiazanie ogdlne jest postaci:

s, = 3"+ n3".

Musimy teraz obliczy¢ ¢ i c.
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Rekurencje liniowe jednorodne - przyktad

Zadanie

Rozwigzad rekurencje so =1, s = =3, s, = 65,1 — 9s,_ 5.

s, = 3"+ n3".

Podstawiamy za n najpierw 0, a potem 1 i korzystajac z warunkéw
zadania oraz rozwigzania ogdlnego dostajemy:

1:SOZC13O+C2'O'30:C1 N C1:1
—3251:C131—|—C2'1'31:3C1+3C2 C2:—2

Zatem rozwigzanie rekurencji to: s, = 3" — 2n3".
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Przyktad - ciag Fibonacciego

/Zadanie

Rozwigza¢ rekurencje Fo =1, F; =1, F, = F,_1 + F,_».

Najpierw wypisujemy réwnanie charakterystyczne tej rekurencji:
x>—x—1=0.

Rozwigzujac je, dostajemy dwa pierwiastki r; = # r = %g
Zatem, zgodnie z twierdzeniem, rozwiazanie ogdlne jest postaci:

F—e <1+2\/§>n+c2 <1 _2\/§>n.

Musimy teraz obliczy¢ ¢ i c.
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Przyktad - ciag Fibonacciego

/Zadanie

Rozwigza¢ rekurencje Fo =1, F1 =1, F,=F,_1 + F,».

oo (M) o ()

Podstawiamy za n najpierw 0, a potem 1 i korzystajac z warunkéw
zadania oraz rozwigzania ogdlnego dostajemy:

l=Fh=a+o N C1:\2[5—\7§1
1= F]_ = (—1+2\/§> + G (1 \[) G = \ég\/_gl
Zatem wzér na n—ty Wyraz ciqgu Fibonacciego to:

= () O ()
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Rekurencje liniowe jednorodne - uwagi

o Twierdzenie o RLJ dziata nawet jesli pierwiastki rownania nie s3
rzeczywiste! Co prawda we wzorach beda sie pojawiac liczby
zespolone (ry i r2), ale dla kazdego konkretnego wyrazu czesci
urojone sie skréca i otrzymamy wynik rzeczywisty (tak jak v/5
sie skraca przy obliczaniu konkretnego elementu w rozwiazaniu
rekurencji Fibonacciego). Zatem przypadek ,nie ma
pierwiastkow" nie zachodzi.

@ Analogiczng metode mozna stosowaé, gdy s, zalezy (w sposéb
liniowy) od wiecej niz 2 poprzednich wyrazéw. Jednak wtedy
wielomian charakterystyczny bedzie stopnia wigekszego niz 2 i
znalezienie jego pierwiastkéw moze by¢ problematyczne.
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Rekurencje liniowe niejednorodne

Niejednorodna liniowa rekurencja (formalnie: drugiego stopnia)
bedziemy nazywac zagadnienie postaci:

Sp = as,_1+ bs,_» + f(n),

z warunkami poczatkowymi sg, s; € R.
Funkcje f(n) nazywamy wyrazem wolnym rekurencji.
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Rekurencje liniowe niejednorodne - rozwigzanie

O rozwiazaniu RLN (rekurencji liniowej niejednorodnej)

Rozwigzaniem ogdlnym réwnania rekurencyjnego
Sp = as,_1 + bs,_» + f(n) jest

Sh=358,+s,,
gdzie 5, jest jest ogdlnym rozwigzaniem réwnania rekurencji
jednorodnej s, = as,_1 + bs,_» (uzyskanym z twierdzenia o RLJ), a
s, jest dowolnym szczegdélnym rozwigzaniem réwnania rekurencji

niejednorodnej s, = as,_1 + bs,_» + f(n) (dla dowolnie wybranych
warunkéw poczatkowych).

Niestety, nie ma ogdlnej metody pozwalajacej na wskazanie s - to
rozwigzanie trzeba zgadna¢. Jednak w kilku typowych sytuacjach,
nasze ,zgadywanie" da sie zalgorytmizowaé (tzw. metoda

) C\WI( Ad ]
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Metoda przewidywan

Twierdzenie o przewidywaniu rozwigzania szczegdlnego

rekurencji niejednorodne;j

Przy wczesniejszych oznaczeniach zaktadamy, ze wyraz wolny jest
funkcja f(n) = P(n)q", gdzie P(n) jest wielomianem.
Wtedy rozwigzanie szczegdlne réwnania rekurencyjnego jest postaci

gdzie Q(n) jest wielomianem stopnia takiego jak P(n), a k -
krotnoscig pierwiastka g w réwnaniu charakterystycznym rekurencji
jednorodnej s, = as,_1 + bs,_».

Wspétczynniki wielomianu @ obliczamy wstawiajac s;; do réwnania
rekurencyjnego. Przypominam, ze stafa tez jest wielomianem (stopnia
zero)!
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Rekurencje niejednorodne - przyktad

Zadanie
So=-3,51=36,s,=—6s,_1 — 9s,_» + 3".

Réwnanie charakterystyczne dla czesci jednorodnej
s, = —65,_1 — 95,_» ma postaé: x> + 6x + 9 = 0 i jeden pierwiastek
podwdjny r = —3. Otrzymujemy rozwigzanie ogdlne RLJ:

§,=c(=3)"+ cn(-3)".
f(n) = 3". Zatem P(n) =1 jest wielomianem stopnia 0 i g = 3 nie

jest pierwiastkiem réwnania x2 + 6x + 9 = 0, przewidujemy wiec
rozwigzanie szczegdlne s; = A3" (k =0, Q(n) = A - stopnia 0).
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Rekurencje niejednorodne - przyktad

Zadanie
Sso=-3,5=36,s,=—6s,1—9s, >+ 3".

...przewidujemy wiec rozwigzanie szczegblne s; = A3".
W celu wyznaczenia A wstawiamy rozwiazanie s, bezposrednio do
naszego réwnania rekurencyjnego, uwzgledniajac, ze s; ; = A3" 1|

*

st , = A3"72 . Otrzymujemy:

A3" = —6A3"1 — 9A3"2 4 3",

Elementarne przeksztatcenia prowadza do réwnania 4A3" = 3", wiec
A= %. Zatem ostatecznie s = %3".
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Rekurencje niejednorodne - przyktad

/Zadanie
so=—3,5 =36,s,=—06s,_1 —9s,_» + 3".

Skoro tak, na mocy twierdzenia o RLN rozwigzanie ogdlne catej
rekurencji ma wzor:

1
sn=c1(=3)"+ n(—=3)" + 23”.

Podstawiajac n =0 i n = 1 dostajemy:

—3:502C1+;11 N Clz—%
362512—3C1—3C2+% CQZ—%

Zatem ostateczne rozwigzanie rekurencji to:
Sp = —2(=3)"— n(-3)" + 13"
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Rekurencje niejednorodne - przyktad 2

Sprébujmy teraz ,bez sztuczek”, a przy pomocy systematycznego
podejécia rozwigzac rekurencje wiez z Hanoi.

/Zadanie
si=1,s,=2s,_1+1.

Réwnanie charakterystyczne rekurencji jednorodnej s, = 2s,_1 to
x? —2x =0, a jego pierwiastki to 0 i 2, wiec rozwiazaniem RLJ jest:

5, = c2".

f(n)=1,wiec g=1, k=0i P(n) =1 jest wielomianem stopnia
zero. Zatem mozemy przewidzieé, ze s, bedzie wielomianem stopnia
zero, czyli staty. Niech s¥ = C.
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Rekurencje niejednorodne - przyktad 2

/Zadanie
si=1,s,=2s,1+1.

Niech s; = C. W celu wyznaczenia C wstawiamy rozwigzanie s;;
bezposrednio do naszego réwnania rekurencyjnego, otrzymujac:
C=2C+1. Stad C = -1, czyli 5; = —1.
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Rekurencje niejednorodne - przyktad 2

—

/Zadanie
ss=1,s,=2s,_1+1.

Skoro tak, na mocy twierdzenia o RLN rozwigzanie ogdlne catej
rekurencji ma wzér:

sp=c¢2" — 1.

Podstawiajac n = 1 otrzymujemy:

l=s;=c2!—-1=2¢—1=¢ =1.

Zatem ostateczne rozwigzanie rekurencji to: s, = 2" — 1.
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