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tancuch Markowa

tancuch Markowa - definicja nieformalna

tancuchem Markowa lub dyskretnym procesem Markowa nazywamy
zestaw ztozony z:

1) V - zbioru mozliwych stanéw pewnego uktadu zmieniajacego sie w
czasie. W tej prezentacji oznaczamy |V/| = n.

2) p - pewnej zasady opisujacej prawdopodobienistwa przejscia w
pojedynczym kroku czasowym ze stanu do stanu.

Prawdziwa definicje musielibySmy sformutowaé w jezyku proceséw
stochastycznych, dlatego nie bedziemy si¢ tu zagtebia¢ w formalizmy.
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tancuch Markowa - interpretacja

Formalnie, tancuchy Markowa ilustruja sytuacje, w ktérych jakis
uktad ewoluuje w ten sposéb, ze obiekty (ludzie i inne istoty, zwigzki
chemiczne, elementy sieci komputerdéw) zmieniaja swdj stan, a
zmiana ta zalezy tylko i wytacznie od ich aktualnego stanu (tak
zwana wiasno$¢ Markowa).

Oczywiscie, najlepiej ten warunek spetniaja systemy nieozywione, ale
zastosowania tancuchéw Markowa nie ograniczaja sie do nich.
Najbardziej spektakularnym wspdtczesnym zastosowaniem jest analiza
sieci, takich jak Internet. Jeden z przyktaddw ich wykorzystania,
stynny algorytm PageRank, oméwimy w tej prezentacji.
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Graf przejscia

tancuchy Markowa najlepiej s3 opisywane przez tak zwane grafy i
macierze przejscia, znane z prezentacji o macierzach graféw.

Graf przejscia

Graf skierowany z wagami G = (V, E) nazywamy grafem przejscia
faricucha Markowa, jesli zbi6r wierzchotkéw V = {v,..., v,}
reprezentuje zbiér stanéw tancucha, krawedz (v;, v;) istnieje, gdy
mozliwe jest przejicie ze stanu v; do stanu v;, a waga w(v;, v;)
przypisana takiej krawedzi oznacza prawdopodobienstwo przejscia ze
stanu / do stanu j (lub pozostania w tym samym stanie, jesli i = j).

v
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Macierze przejscia

Macierz przejscia
Macierza przejscia P(G) grafu przejscia G nazywamy macierz
kwadratowa:

P11 ... Pin

Pn1 --- Pnn
gdzie p; to prawdopodobienstwo przejscia ze stanu j do stanu i (lub
pozostania w tym samym stanie, jesli i = j).

W wiekszosci zastosowan, P(G) jest macierzag Markowa, czyli
elementy kazdej jej kolumny sumuja sie do 1.
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Przyktadowe zagadnienie modelowane fancuchem
Markowa

Przyktad

W pewnym eksperymencie prébke komérek poddano dziataniu
pewnego wirusa i pewnego leku. Co godzine zapisywano liczbe
komorek zdrowych, liczbe komérek zainfekowanych wirusem, ale nie
przejawiajacych objawéw choroby i komérek chorych. Srednio, co
godzine 1/3 komoérek zdrowych stawata sie zainfekowana, 1/2
komoérek zainfekowanych stawata sie chorymi, a z komérek chorych
1/4 zdrowiata, a 1/5 wracata do stanu ,uspionej infekcji”. Reszta
pozostawata w takim stanie, w jakim byta wczesniej. Zapisaé graf i
macierz przejscia tego uktadu.
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Przykfad grafu i macierzy przejscia

2 1

3 0 g
PE=|3 2 5
1 11

0 2 %

Macierz przejscia danego uktadu
dla kolejnosci stanéw (Z,1,C).

Graf przejscia opisanego
weczesniej ukfadu (Z-zdrowe, | -
zainfekowane, C - chore).
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Interpretacja macierzy przejscia

Jesli mamy dany wektor obecnego stanu uktadu (czyli wektor zapisujacy,
ilu uczestnikéw uktadu jest w kazdym ze standéw v;), to mnozac go przez
macierz przejscia otrzymamy wektor stanu uktadu po uptywie jednostki
czasu.

Na przyktad, dla rozwazanego problemu, jesli zatozymy, ze w pewnym
momencie byto w uktadzie 60 komérek zdrowych, 40 komdrek
zainfekowanych i 100 komérek chorych, mozemy obliczyé:

60 % 0 % 60 65
P(G)-| 40 | =] 3 % : 40 | =1 60
100 0 5 55 100 75

Zatem po godzinie mozemy sie spodziewaé, ze w uktadzie bedzie 65
komoérek zdrowych, 60 zainfekowanych i 75 chorych.
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Stan graniczny

Generalnie, jesli P jest macierza przejscia modelujacg pewien proces
Markowa, a wy - wektorem poczatkowym, czyli takim, w ktérego i-ta
wspbtrzedna odpowiada liczbie badanych obiektéw, ktére s3 w stanie
i w momencie 0, to wtedy wektor stanu uktadu w momencie k (wy)
mozna wyrazi¢ réwnoscia:

Wy = PkWO.

Czy opisywany ukfad sie ,na dtuzsza mete” stabilizuje, czyli czy od
pewnego momentu wektor stanu uktadu przestaje sie zmieniaé (lub
zmienia sie bardzo nieznacznie)? Jedli tak jest, osiggniety stan
nazywamy stanem granicznym wektora wy, zapisujemy jako w, . i
mozemy opisa¢ réwnaniem:

. n .

lim P'wp = lim w, = w .
n—oo n—oo

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomici4e. tancuchy Markowa i algorytm PageRank 9/33



Stan stacjonarny

Okazuje sie, ze kazdy stan graniczny musi by¢ stanem stacjonarnym
(réwnowagi), czyli takim wektorem naszego uktadu, ktéry nie zmienia
sie w kolejnych krokach czasowych fancucha Markowa. Taki stan w
musi spetnia réwnanie:

w = Pw,

ktére mozna przeksztatci¢ do wygodnej obliczeniowo (i
mnemotechnicznie) postaci:

(P—Nw =0,

gdzie /| jest macierza jednostkowa odpowiedniego wymiaru, a 0 jest
wektorem (ustawionym w jedng pionowa kolumne) ztozonym z
samych zer.
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Twierdzenie Frobeniusa-Perrona (wniosek)

Twierdzenie znane z algebry dostosowane do potrzeb tego wyktadu:

Twierdzenie Frobeniusa-Perrona (wniosek)

Niech P bedzie macierza przejScia pewnego tancucha Markowa i P"
dla pewnego n > 1 ma wszystkie wspdtczynniki dodatnie. Wtedy
fancuch Markowa posiada stan stacjonarny w o wszystkich
wspoétrzednych dodatnich i wszystkie inne stany stacjonarne sa
wielokrotnosciami wektora w.

Dodatkowo, kazdy ze stanéw stacjonarnych w o wspdtrzednych
dodatnich jest stanem granicznym dla wszystkich stanéw
poczatkowych o tej samej sumie wszystkich wspétrzednych co w.
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Wyznaczanie stanu granicznego - przykfad

Szukamy stanu granicznego dla naszego zadania z trzema stanami
komérek, ktore realizowata ponizsza macierz przejscia:

2
3

W[

0

1
2

N[

1
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[uny
[
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P spetnia zatozenia wniosku z twierdzenia Frobeniusa-Perrona, bo

P? =
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Wyznaczanie stanu granicznego - przykfad

Skoro tak, stany stacjonarne beda stanami granicznymi uktadu i
mozna je obliczy¢ z réwnania (P — I)w = 0, ktére w tej sytuagji
przyjmuje postac:

2 1 1 1
3—1 0 : z -3 0 1 z 0
1 1 1 _ 1 1 1 —
3 271 % =13 —2 s =10
1 1 1 9
0 2 20 ¢ 0 2 20 ¢ 0
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Wyznaczanie stanu granicznego - przyktad

Mozna to przetozy¢ na jezyk uktadéw réwnan:

—lz—|—1C=0
1
§ ——I+ C—O
%’_20CZO

Rozwiazania tego uktadu, to wektory postaci (§a, 6% @), gdzie a
jest dowolnie zadang liczba. Na przyk’rad jesli komorek w badanej
prébce jest w sumie 265, to z réwnania a + 7 a + a = 265 mozemy
obliczy¢ o = 100 i wiemy, ze stanem granlcznym bedzie

(3a, 35, @) = (75,90, 100). Dlatego mozemy przewidzie¢, ze na
dtuzsza mete w prébce bedzie okoto 75 komérek zdrowych, 90
zainfekowanych i 100 chorych: pojedyncze komérki moga zmieniaé
stan, ale stan catego uktadu sie juz nie zmieni.
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Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomici4e. tancuchy Markowa i algorytm PageRank

tancuchy Markowa i rankingi

Czesto nie jesteSmy w stanie ustalié, ktory ze standéw granicznych
zostanie osiaggniety (np. ilos¢ obiektéw w uktadzie sie zmienia lub po
prostu jej nie znamy). Jednak wtedy mozna skorzystaé z faktu, ze
mozliwych stanéw granicznych jest nieskonczenie wiele, ale wszystkie
sg efektem przemnozenia jednego z nich przez liczbe. W
szczegolnosci, niezaleznie jaki stan graniczny wybierzemy,
uporzadkowanie jego wspdtrzednych w kolejnosci od najwiegkszej do
najmniejszej wartosci, oznaczajace wzgledng ,popularno$¢” kazdego
stanu w dalszej perspektywie czasowej, bedzie taka sama. Dzigki
temu, tancuchy Markowa, grafy przejScia i macierze przejScia mozna
wykorzysta¢ do tworzenia rankingéw: porzadkowania pewnych opcji
od najlepszej do najstabszej, przy wiedzy, jak one wptywaja na siebie
nawzajem.
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tancuchy Markowa i ich zastosowania

Przyktadowe (z olbrzymiej liczby) zastosowania taficuchéw Markowa:
@ Badania dynamik rozwoju populacji, w tym modelowanie
epidemii.
@ AHP (Analytic Hierarchy Process) - metoda hierarchiczne;j
analizy proceséw decyzyjnych.
@ Modelowanie rynkéw np. gietdy.

@ Tworzenie rankingéw sportowych: Pierwszy raz uzycie
tancuchéw Markowa do tworzenia rankingu byto zaproponowane
w XIX wieku (E.Landau) by rozstrzygna¢ kolejno$¢ w turnieju
szachowym, w ktérym nie udato sie rozegra¢ wszystkich partii.

e Ranking istotnosci stron internetowych na zadany temat.
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Algorytm PageRank

Rozwazmy wyszukiwarke internetowa, ktéra znalazta juz strony
zawierajace zadane stowa kluczowe. W jakiej kolejnosci powinna je
wyswietli¢ uzytkownikowi? Oczywiscie tak, by najuzyteczniejsze
wyniki wyszukiwania znalazty sie jak najwyzej. Ale jak zdefiniowac te
uzytecznosc¢?

W 1998 roku Sergey Brin i Larry Page, studenci uniwersytetu
Stanford, opublikowali artykut The anatomy of a large-scale
hypertextual Web search engine w ktérym zaproponowali algorytm do
szacowania istotnosci stron na takiej liscie oparty na wyznaczniu
standéw granicznych w tancuchach Markowa. Algorytm ten nosi nazwe
PageRank, a jego autorzy w tym samym czasie zatozyli znang firme
Google, ktéra ten algorytm dtugo wykorzystywata zgodnie z jego
przeznaczeniem...
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|dea PageRank

Gtéwng idea algorytmu byto, by na podstawie sieci linkéw miedzy
stronami ustali¢, z jakim prawdopodobienstwem uzytkownik, ktéry
przechodzi ze strony na strone (gtéwnie) po linkach znajdzie sie na
kazdej z tych stron - i strony z wiekszym prawdopodobienstwem
znajda sie wyzej w naszym rankingu. Dzieki temu kryterium, strony,
na ktére wskazuje wiele linkéw s3 typowo wazniejsze od stron, na
ktére wskazuje mato linkdw. Jednak liczy sie tez jakos$¢ linkéw: strona
do ktérej prowadzi jeden link z bardzo uczeszczanej witryny moze by¢
wyzej w rankingu niz strona z wieloma linkami z mato popularnych
stron. W podstawowej wersji algorytmu, Brin i Page zaktadali, ze
kazdy link jest wybierany z tym samym prawdopodobienstwem.
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Uproszczony PageRank

Przedstawie najpierw uproszczona wersje algorytmu PageRank (bo
tatwiej na niej pokaza¢ podstawowa zasade algorytmu), a nastepnie
pokaze, jak to uproszczenie byto usuniete w oryginalnej pracy Brina i
Page'a.

Uproszczenie polega na zatozeniu, ze uzytkownicy przemieszczajg sie
miedzy stronami wytgcznie za pomoca linkéw, chyba, ze z jakiej$
strony nie wychodzi zaden link. Prawdziwy algorytm uwzglednia
(pdzniej zobaczymy, w jaki sposéb), ze uzytkownicy moga
przemieszczaé sie miedzy stronami tez w inny sposob.

Dzieki temu, zagadnienie sprowadza sie do wyznaczenia stanu
granicznego tancucha Markowa, ktérego stanami sg strony, a przejscia
miedzy nimi symbolizuja linki (z wagami/prawdopodobienstwami
odwrotnie proporcjonalnymi do liczby linkéw na stronie wyjsciowej).
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Uproszczony PageRank

Uproszczony algorytm PageRank

Dane: Graf G = (V(G), E(G)) prosty skierowany, reprezentujacy
linki miedzy stronami, |V/(G)| = n.
Zmienne: p(e) - funkcja wag, w - wektor rankingu.

o 1. Jesli (A, B) € E(G) to p(A, B) 1= .

o Il. Jedli dla jakiegos X € V/(G) zachodzi deg™ X = 0, to
E(G) = E(G )U{(X,A) Ae V(G)}i
Va€ V(G) p(X,A) ==

@ Ill. Nowy graf G(V(G), E(G)) jest grafem przejécia pewnego
tancucha Markowa, ktérego dowolnym ze stanéw granicznych
jest wektor w.

@ Rezultat: Lista wierzchotkéw uporzadkowana od najwiekszej do
najmniejszej wartosci wspotrzednej wektora w odpowiadajacej
temu wierzchotkowi.

-— -
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Uproszczony PageRank - komentarze

@ Pierwszy etap ilustruje zatozenie o ,réwnosci” wszystkich linkéw:
z danej strony A z jednakowym prawdopodobienstem (deg+A)
mozna wyjs¢ kazdym linkiem.

@ W drugim etapie radzimy sobie ze stronami, z ktérych nie
prowadza zadne linki. Zaktadamy, ze z takiej strony do kazdej
innej wychodzimy z réwnym prawdopodobienstwem.

@ Nie mozemy by¢ pewni, czy macierz przejscia spetnia zatozenia
twierdzenia Frobeniusa-Perrona (o dodatniosci jakiej$ potegi),
wiec wektor w moze nie by¢ obliczalny. Jednak zazwyczaj jest.

o Tak naprawde, otrzymujemy nieskonczenie wiele wektoréw
granicznych, ale wszystkie zadaja te sama kolejnos¢ stron.
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Uproszczony PageRank - przyktad

Wykonajmy uproszczony algorytm PageRank dla 5 stron: A,B,C,D,E,
potaczonych linkami:

A—-CB—-AB—-DC—-AC—-B,C—-DD—E,co
ilustruje ponizszy graf:
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Uproszczony PageRank - przyktad

Wedtug pierwszego etapu algorytmu, kazdej krawedzi w wyjsciowym
grafie przypisujemy wage % gdzie x to liczba krawedzi wychodzacych
z tego samego wierzchotka, co nasza krawedz (wszystkie linki, wiec

wszystkie te krawedzie, sg réwnie prawdopodobne jako Sciezki
wyjscia).
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Uproszczony PageRank - przyktad

W drugim etapie algorytmu radzimy sobie z wierzchotkiem E, z
ktérego nie prowadzi zaden link: ,,dodajemy” do grafu krawedzie z E
do kazdego innego wierzchotka (réwniez samego E) o tej same;j
wadze (w tym przypadku ¢).

To jest graf przejscia naszego tancucha Markowa.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomici4e. tancuchy Markowa i algorytm PageRank 24 /33



Uproszczony PageRank - przyktad

Dla naszego grafu przejscia, tworzymy macierz przejscia
0 1/2 1/3 0 1/5
0 0 1/3 0 1/5
1 0 0 0 1/5
0 1/2 1/3 0 1/5
0 O 0 1 1/5

i rozwigzujemy réwnanie (P — I)w = 0, by otrzymaé stan graniczny.
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Uproszczony PageRank - przyktad

Zaktadajac, ze w = (wa, wg, we, wp, wg), réwnanie (P — )w =0
generuje nastepujacy uktad réwnan:

1 1 1
_WA+§WB+§WC+§WE:0
—WB—{-%Wc—i—%WE:O
WA—WC—l-%WE:O

%WB—F%Wc—WD—i-%WE:O

Wp — %WE =0.

Z ostatniego réwnania: wp = %WE. Odejmujac stronami réwnanie

pierwsze i czwarte otrzymamy wy = wp. Wstawiajac te dwie

informacje do réwnania trzeciego otrzymamy, ze wg = wc¢. Po

wstawieniu tej ostatniej réwnosci do drugiego réwnania, otrzymamy
o 8 . . . .

wg = 1z we. Dlatego wszystkie rozwigzania s3 postaci

_ (4 8 4
w = (gWE, 15 WE, WE, 5 WE, WE)-
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Uproszczony PageRank - przyktad

Wszystkie rozwigzania s3 postaci w = (Fwe, =W, We, £ We, We).
Wybieram przyktadowe rozwigzanie, na przyktad: (12,8,15,12,15) -
s3 to kolejno rankingi stron A,B,C,D,E (inny wybér datby inne
rankingi, ale te sama kolejnos¢). Stad kolejnos¢ stron wyznaczona
algorytmem PageRank to:

C=E, A=D, B (= oznacza, ze kolejnos¢ tych dwdch stron na liscie
jest dowolna).

Wecale nie strony, do ktérych prowadzi najwiecej linkéw, sa
najwazniejsze!
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Prawdziwy PageRank

Oryginalny program PageRank, przedstawiony w pracy Brina i Page'a
i bedacy podstawa pierwszej wyszukiwarki Google réznit sie od
przedstawionego powyzej zatozeniem, ze uzytkownik przemieszcza sie
miedzy stronami za pomoca linkéw tylko z pewnym
prawdopodobienstwem d (znanym jako wspétczynnik ttumienia), a z
prawdopodobienstwem 1 — d przeskakuje na losowa strone w sieci.
Dlatego prawdziwa macierz przejscia w algorytmie PageRank (znana
réwniez jako macierz Google) ma postaé:

1
Pr=dP+(1—d)_J.

gdzie J jest macierza ztozona z samych jedynek. W oryginalnym
algorytmie PageRank d = 3.
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Korzysci z modyfikacji

Pr = dP + (1 — d)%J.

e tancuch Markowa, ktérego macierzg przejscia jest Pr modeluje
zachowania uzytkownikéw realistyczniej niz tancuch Markowa z
macierza przejscia P.

o Macierz Pr ma wszystkie wyrazy dodatnie, wiec automatycznie
spetnia zatozenia twierdzenia Frobeniusa-Perrona, dzieki czemu
stan graniczny uktadu zawsze moze by¢ wyznaczony
jednoznacznie z doktadno$ciag do przeskalowania.

@ Oczywiscie, rozwigzanie powstajacego, najczesciej gigantycznego
uktadu réwnan wymaga duzej mocy obliczeniowej i efektywnych
algorytméw rozwiagzywania réwnan liniowych (wiecej na ten
temat na przedmiocie Metody Numeryczne).
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Macierz PageRank

Dla naszego przyktadu:

0 1/2 1/3 0 1/5 11 1 1 1 3/100 91/200 47/150 3/100 1/5

70 0 13 0 1/5 3 11 1 1 1 3/100 3/100  47/150 3/100 1/5
PrR==— |1 o 0 0 1/5|+—-= |1 1 1 1 1| =|22/25 3/100 3/100 3/100 1/5
20 o 12 1/3 0o 15| 205 (1 1 1 1 1 3/100 91/200 47/150 3/100 1/5

0 0 0 1 1/5 11 1 1 1 3/100 3/100  3/100 22/25 1/5
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Zmodyfikowane rozwigzanie

3/100 91/200 47/150 3/100 1/5
3/100 3/100 47/150 3/100 1/5
Pr = |22/25 3/100 3/100 3/100 1/5
3/100 91/200 47/150 3/100 1/5
3/100 3/100 3/100 22/25 1/5

W tym przypadku moga Panstwo sprawdzié, ze modyfikacja o
wspdtczynnik ttumienia zupetnie nie wptywa na uporzadkowanie stron
w poréwnaniu z uproszczonym algorytmem PageRank - nadal
otrzymujemy ranking (C=E, A=D, B). W ogdlnym przypadku,
przejscie z uproszczonego PageRanka na oryginalny PageRank moze
to uporzadkowanie zmienic.
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Historia i problemy z Page Rank

@ Ranking oparty o PageRank jest do$¢ prosty do manipulowania, zwtaszcza
w sytuacji, gdy opis algorytmu jest powszechnie znany. Wystarczy do sieci
doktadaé odpowiednio duzo linkéw do strony, ktéra chcemy promowad i jej
ranking wzrosnie.

@ Dlatego niemal natychmiast w zastosowaniach rankingi wyszukiwarek
opartych na PageRank zaczety by¢ modyfikowane. PageRank stat sie tylko
jednym z kryteridw oceny strony, a ponadto sam byt modyfikowany, czy to
w celu urealnienia oceny wartosci linkéw (ktdre nie s3 réwnie istotne), czy
tez w celu ochrony przed wczes$niej wspomnianymi manipulacjami.
Doktadny opis rankingu pozostaje tajny.

@ Wedtug informacji podawanych przez przedstawicieli Google, okoto 2006
roku jej wyszukiwarka kompletnie odeszta od wykorzystywania algorytmu
PageRank (ale niekoniecznie od podejscia opartego o taficuchy Markowa).
Jednak wyciek informacji z tej firmy, do ktérego doszto w roku 2024
wskazuje, ze rankingi PageRank s3 nadal tam uzywane, cho¢ doktadne

zastosowania s3 nieznane.
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Page Rank - wspoétczesne zastosowania

Nawet zaktadajac, ze PageRank nie jest juz bezposrednio
wykorzystywany do tworzenia rankingéw stron w wyszukiwarkach,
nadal jest stosowany w co najmniej kilku zagadnieniach:

@ Ocena wartosci prac i czasopism naukowych na podstawie
cytowan.

@ Analiza sieci reakcji biatkowych w biochemii.
@ Poréwnywanie istotnosci réznych gatunkéw w ekosystemach.

@ W neuronauce, przewidywanie aktywnosci konkretnych neuronéw
w zaleznosci od ich lokalizacji w sieci neuronowe;.
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