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Ogolne uwagi

Tak jak w rozdziale o drogach minimalnych bedziemy zaktadaé, ze
zajmujemy sie grafami skierowanymi z wagami, gdzie wagi w pewnym
sensie oznaczajg koszt przejscia przez dang krawedz (odlegtosciowy,
czasowy, finansowy...).

Zajmiemy sie klasg probleméw, w ktérych istotne jest znajdowanie nie
drég o jak najmniejszej, lecz o jak najwiekszej wadze. S3 to
zagadnienia wyznaczania tak zwanej Sciezki krytycznej w
szeregowaniu zadan w procesach wymagajacych wielu pojedynczych
krokéw. Jest to podstawa popularnej w zarzadzaniu procesami
metody PERT (Program Evaluation and Review Technique) lub
ogdlnej klasy metod CPM (Critical Path Method).
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Sie¢ zdarzen

Sie¢ zdarzen

Siecig zdarzen nazywamy acykliczny graf skierowany z nieujemnymi
wagami, jednym zrédtem (ktére bedziemy oznaczaé St - start) i
jednym ujsciem (ktére bedziemy oznaczaé Fi - finish).

W tej prezentacji rozpatrujemy tylko sieci zdarzen. Dodatkowo
zaktadamy, ze ich wierzchotki s3 uporzadkowane wedtug
etykietowania uporzadkowanego (to bedzie mie¢ znaczenie dopiero w
algorytmie). Na przyktadzie wyjasnimy, w jaki sposéb za ich pomoca
modeluje sie wielokrokowe procesy.
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Sie zdarzen - przyktad

Powiedzmy, ze chcemy zorganizowac turniej szachowy. By do tego
doprowadzi¢, musimy wykona¢ nastepujacy zestaw dziatan (w
nawiasach zapisze przewidywany czas potrzebny na wykonanie tych
dziatan w dniach i ktére dziatania trzeba wykonaé przed obecnie
rozwazanym).
@ A. Zdobycie finansowania koniecznego do organizacji turnieju
(10, nic)
@ B. Zapewnienie sali gry (2, nic)
@ C. Poszukiwania dodatkowych sponsoréw zwiekszajacych
fundusz nagréd (40, nic)
@ D. Rejestracja turnieju w Polskim Zwigzku Szachowym (3, A,B)

e E. Przygotowanie oficjalnego ogtoszenia turnieju (1,A,B)
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Sie zdarzen - przyktad

e F. Zapisy uczestnikéw turnieju (30, D,E)

e G. Zatrudnienie sedziego (5,D,E)

e H. Wypozyczenie i transport szachownic i zegaréw szachowych
(3,.D,E)

@ |. Ogtoszenie ostatecznego regulaminu turnieju oraz nagréd za
poszczegdlne miejsca (1, C,F,G,H)

@ J. Przygotowanie sali gry do turnieju (2, C,F,G,H)

Jest wiele mozliwych przedstawien schematu przygotowan do turnieju
w postaci grafu. My wybierzemy najbardziej pasujacy do naszego
wykfadu.
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Sie zdarzen - przyktad

Wierzchotki tego grafu oznaczaja pewne etapy wykonania planu,
krawedzie - odpowiednie czynnosci. Etapy A-J oznaczaja zakonczenia
dziatan A-J, etapy X, Y i Z s3 wprowadzone sztucznie, by zaznaczyé
zakonczenia grup dziatan niezbednych do wykonania kolejnych
dziatan (dlatego na niebieskich krawedziach nie s3 wykonywane zadne
czynnosci).

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic: 3c. Sciezki krytyczne i drogi maksymalne



Sie zdarzen - przyktad

Graf ten mozna zmieni¢ w graf z wagami, dopisujac czas wykonania
dziatan przy odpowiednich krawedziach. W takim grafie kluczowe jest
znalezienie tak zwanej Sciezki krytycznej, czyli drogi maksymalnej od
zrédta do ujscia.
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Sie¢ zdarzen - przyktad

Droga maksymalna

W skierowanym grafie acyklicznym z wagami drogg maksymalna od
wierzchotka u do wierzchotka v nazywamy droge, ktéra ma
najwiekszg mozliwg wage. Te wage nazywamy waga maksymalna.

Sciezka krytyczna

W sieci zdarzen Sciezka krytyczna od wierzchotka u do wierzchotka v
nazywamy droge maksymalng ze Zzrédfa do ujscia. Krawedzie nalezace
do $ciezki krytycznej to krawedzie krytyczne.
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Droga maksymalna - wyjasnienie

Dlaczego do zdefiniowania drogi maksymalnej potrzebujemy
zatozenia, ze graf jest acykliczny, cho¢ nie byto potrzebne przy
poszukiwaniu drogi minimalnej? Jesli graf, w ktérym takiej drogi
szukamy, zawieratby cykle, to moglibySmy skonstruowa¢ droge z
dowolnego wierzchotka do dowolnego innego o dowolnie duzej wadze
wielokrotnie przechodzac wokét cyklu. Na przyktad w powyzszym
grafie, kazde kolejne przejscie cyklu ABC przed przejsciem krawedzi
BD powieksza wage drogi np. z A do D o 8.
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Sciezka krytyczna - uwagi

o Kluczowos¢ Sciezki krytycznej dla projektu wynika z faktu, ze jej
waga jest minimalnym czasem wykonania catego projektu.
Dowolne opdznienie ktéregokolwiek z dziatan reprezentowanych
przez krawedzie krytyczne prowadzi do opdznienia wykonania
projektu; podobnie przyspieszenie dziatania opisanego przez
krawedzZ krytyczna powinno doprowadzi¢ do przyspieszenia
wykonania projektu.

@ Analogicznie, usprawnianie lub (nieznaczne) opéznianie dziatan z
krawedzi niekrytycznych nie zmieni czasu wykonania projektu.

o Sciezka krytyczna nie musi by¢ jedyna; wiele éciezek krytycznych
jest wrecz oznaka dobrej konstrukcji projektu.

@ Szczegdtowe badania sieci zdarzen i jej krawedzi pozwala
uzyskac inne informacje kluczowe dla projektu, jednak wykracza
to poza obszar zainteresowania teorii graféw.
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Sie zdarzen - przyktad

W naszym przyktadzie, Sciezka krytyczna jest zaznaczona na
czerwono, ma wage 45. Oznacza to, ze krytyczne s3 operacje A,D,F i
J - jesli czas trwania projektu jest dla nas wazny, nalezy szczegdlnie
zadba¢, zeby w tych dziataniach nie doszto do zadnych opdznien, a
idealnie by byto jakby sie dato przyspiesz¢ ich realizacje. Z kolei np.
dziatanie C mozna zacza¢ z lekkim opdznieniem albo troche
przedtuzy¢ i nie wptynie to na czas realizacji projektu (podobnie jak
usprawnienie dziatania C
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Przyktad powyzej (i w praktyce, przyktady, ktére moge przedstawic)
jest dos¢ prosty i mozna znalez¢ Sciezke krytyczna po prostu
odpowiednio dtugo przygladajac sie grafowi. Natomiast w sytuacji,
gdy sie¢ zdarzen skfada sie z setek czynnosci i etapdw, wyznaczenie
Sciezki krytycznej moze nie by¢ takie fatwe. Dlatego teraz
przedstawimy ogdlny algorytm wyznaczania drogi i wagi maksymalne;j.
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Modyfikacja algorytmu Dijkstry

Punktem wyjscia do stworzenia algorytmu wyznaczania drogi
maksymalnej jest algorytm Dijkstry. Na przyktad wskazniki w naszym
algorytmie moga dziata¢ praktycznie tak samo. Musimy wzig¢ pod
uwage nastepujace rdznice:

@ Szukamy drogi maksymalnej, nie minimalnej, wiec w algorytmie
nieréwnos$¢ wiodaca do zastepowania starej odlegtosci przez
nowa powinna by¢ skierowana przeciwnie, a drogi nieistniejace
(lub nieznalezione) maja wage —oo zamiast co.

@ Pracujemy tylko na grafach acyklicznych, wiec mozemy zatozy¢,
ze wierzchotki s3 poddane etykietowaniu uporzadkowanemu.
Dzieki temu nie pojawiaja sie potaczenia z wierzchotkéw
»pOzniejszych” do ,wczesniejszych”, wiec wiemy z géry, ze
wierzchotki beda ,blokowane” po kolei i nie musimy sprawdza¢,
ktéry zablokowaé w danym kroku. Nie musimy tez zapisywac
zbioru L.
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Algorytm wyznaczania drogi maksymalne;

Dane: Graf G = (V(G), E(G)) skierowany acykliczny,
V(G) ={1,...,n} - etykietowanie uporzadkowane, funkcja W wag
(,dtugosci”) krawedzi o wartosciach nieujemnych (jesli krawedz
(v, w) nie istnieje to podstawiamy W (v, w) = —o0).
Zmienne: d, p - funkgcje.
o |. Dla i € V wykonuj: jesli (1,/) € E(G), to d(i) := W(L,i) i
p(i):=1.
o Il. Dla k =2 do n— 1 wykonu;j
e Il.1. Dla j = k + 1 do n wykonuj: jesli d(j) < d(k) + W(k,j) to
d(j) = d(k) + W(k.j) i p(j) = k.
@ Rezultat: d(j) - minimalna waga drogi z 1 do j, p(j) -wskaznik
poprzednika w drodze maksymalnej z 1 do j.
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Droga maksymalna - przykfad

Wykonamy algorytm DROGA MAKSYMALNA dla powyzszej sieci
zdarzen. Przed rozpoczeciem musimy ponumerowac wierzchotki
zgodnie z etykietowaniem uporzadkowanym. Numer 1 musi otrzymac
Jakies zrédto, wiec to bedzie wierzchotek St, numer 2 A, numer 3 B,
numer 4 C, numer 5 D, numer 6 Fi (numerowanie nie musi by¢
zgodne z kolejnoscia alfabetyczna, tak wyszto przypadkiem).
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Droga maksymalna - przykfad

Od tej pory bede zamiennie odnosit sie do wierzchotkéw, czasem
literowo, czasem liczbowo (numerowanie na zielono). Dziatanie
algorytmu drég maksymalnych zapiszemy w tabeli podobnej do tabeli
algorytmu Dijkstry:
Nr etapu | d,p(A) | d,p(B) | d,p(C) | d,p(D) | d,p(Fi)
1
2
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Droga maksymalna - przykfad

Wykonujemy krok |, czyli ustalenie poczatkowych wag i indekséw.
Sasiadom wierzchotka St przypisujemy wage krawedzi ich faczacej i
wskaznik St, pozostatym wierzchotkom wage (—oc) i wskaznik
neutralny (na przyktad 0).

Nr etapu | d,p(A) | d,p(B) | d.p(C) | d.p(D) | d,p(Fi) |
1 | 1St | 55t | —o00 | 8St | —o00 |
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Droga maksymalna - przykfad

Rozpoczynamy petle, ustalajac k = 2 ~ A, czyli szukajac dtuzszych
tras przez wierzchotek A. Innymi stowy, dla kazdego wierzchotka J,
ktéry wystepuje po A poréwnujemy wartosci d(j) i d(A) + W(A,)).
Jedli ta druga warto$¢ jest wieksza, aktualizujemy wage i wskaznik.
Dla wierzchotka B 5 = d(B) > d(A) + W(A, B) = 1+ 2 = 3, wiec nic si¢
w tej kolumnie nie zmienia. Dla wierzchotka C takze, bo
—o00=d(C)=d(A)+ W(A, C) =1— 0o = —o0. (uzywamy tutaj
symbolicznego uproszczenia zaktadajac, ze suma nieskonczonosci i liczby
to nadal nieskoficzono$¢, a nieskonczonosci sa sobie réwne).
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Droga maksymalna - przykfad

Dla wierzchotka D 8 = d(D) > d(A) + W(A,D) =1 — 0o = —o0, wiec
nic sie w tej kolumnie nie zmienia. Natomiast dla wierzchotka Fi
—oo = d(Fi) < d(A) + W(A, Fi) = 1+ 3 = 4, wiec nadpisujemy:
d(Fi):=4, p(Fi) := A.
Nr etapu | d,p(A) | d,p(B) | d,p(C) | d,p(D) | d,p(Fi)
1 15t 55t | —o00 | 85t —o00 0
2 1St 5 St —00 0 8 St 4A
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Droga maksymalna - przykfad

Kolejny obieg petli k = 3 ~ B; analogicznie szukamy dtuzszych tras
przez wierzchotek B. Nie badamy juz wierzchotka A, gdyz wiemy na
podstawie uporzadkowania, ze zadne nierozpatrzone drogi z St do
niego nie prowadza.

Dla wierzchotka C —oo = d(C) < d(B) + W(B,C) =5+ 7 = 12, wiec
aktualizujemy d(C) := 12, p(C) := B. Dla wierzchotkéw D i Fi brak
zmian, bo 8 = d(D) =d(B)+ W(B,D) >5—00 = —00 i
4=d(Fi)>d(B)+ W(B,D)=5— 00 =—00.
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Droga maksymalna - przykfad

Nr etapu | d,p(A) | d,p(B) | d,p(C) | d,p(D) | d,p(Fi)
2 1St 5 St —o00 0 8 St 4A
3 1St 5 St 12B 8 St 4A
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Droga maksymalna - przykfad

Kolejny obieg petli k = 4 ~ C; analogicznie szukamy dtuzszych tras
przez wierzchotek C do dalszych wierzchotkéw.

Dla wierzchotka D 8 = d(D) < d(C) + W(C, D) = 12+ 2 = 14, wiec
aktualizujemy d(D) := 14, p(D) := C. Dla wierzchotka Fi

4 =d(Fi) <d(C)+ W(C, Fi) =12+ 6 = 18, wiec aktualizujemy
d(Fi):=18, p(Fi):= C.
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Droga maksymalna - przykfad

Nr etapu | d,p(A) | d,p(B) | d,p(C) | d,p(D) | d,p(Fi)
3 1St 5 St 12B 8 St 4A
4 1St 5 St 12B 14C 18C
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Droga maksymalna - przykfad

W ostatnim obiegu petli k =5 = n— 1 ~ D nic sie nie zmieni, gdyz
18 = d(Fi) > d(D) + W(D, Fi) = 14 +3 =17.
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Droga maksymalna - przykfad

Ostatecznie otrzymujemy tabele ilustrujaca przebieg algorytmu:
Nr etapu | d,p(A) | d,p(B) | d.p(C) | d,p(D) | d,p(Fi)
1 1St 5St | —o0 0| 865t —o0 0
15t 55t | —o0o0 | 85t 4A
1St 5 St 12B 8 St 4A
1St 5 St 12B 14C 18C
1St 5 St 12B 14C 18C

Gl H|WIN
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Droga maksymalna - przykfad

Z ostatniej linijki tabeli
Nr etapu | d,p(A) | d.p(B) | d.p(C) | d.p(D) | d,p(Fi) |
5 | 1St | 5St | 12B | 14C | 18C |
moge odczytaé wage maksymalng drogi z St do Fi (18) i droge

maksymalng/sciezke krytyczna: p(Fi)=C, p(C)=B, P(B)=St, wiec ta droga to
StBCFi.
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Uwagi dotyczace algorytmu drogi maksymalnej i

jego zapisu

@ Od wiersza o numerze k wartosci d i p wierzchotkéw o
numerach od 1 do k + 1 juz sie nie zmieniaja.

@ W kazdym kroku ustalamy maksymalng odlegtos¢ jednego
wierzchotka, wiec algorytm (i jego tabelka) powinien mieé tyle
krokéw, ile jest wierzchotkéw (poza startowym) w tej samej
sktadowej spdjnej grafu.

e Dla grafu G = (V, E), czas dziatania algorytmu drég
maksymalnych to O(|V/|?), niezaleznie czy uwzgledniamy w tym
potrzebe wykonania etykietowania uporzadkowanego, czy nie.
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