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Graf dwudzielny

W tej prezentacji bedziemy sie zajmowac tylko grafami spéjnymi,
nieskierowanymi i bez wag (cho¢ poszczegdlne pojecia mozna
uogdlni¢ na wszystkie grafy, jednak te uogdlnienia nie niosg ze soba
nic szczegdlnie ciekawego).

Graf dwudzielny

Graf dwudzielny to graf G = (V, E), w ktérym zbidr wierzchotkéw V
da sie podzieli¢ na dwa roztaczne podzbiory V4 oraz V, tak, by zadne
dwa wierzchotki w obrebie tego samego podzbioru V; nie byty
sasiadami (czyli V; i V5, s3 antyklikami). Dla podkreslenia takiego
podziatu, graf dwudzielny bedziemy oznaczaé przez (V4 U V5, E).
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Graf dwudzielny - przyktad

A\ \

D E F (=3

Zazwyczaj jesli chcemy podkresli¢, ze jakis graf jest dwudzielny,
rysujemy zbiér V; na gérze, a V, na dole (albo V; po lewej, a V, po
prawej).
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Grafy dwudzielne - zastosowania

Grafy dwudzielne pozwalaja modelowaé zjawiska, w ktérych mamy do
czynienia z obiektami dwéch typéw. Najczesciej chodzi o to, by
badaé mozliwe potaczenia pomiedzy dwoma typami obiektéw.

@ Zbidr klientéw biura matrymonialnego/portalu randkowego
deklarujacych heteroseksualnos¢. Wierzchotkami grafu beda
wtedy kobiety (V1) i mezczyzni (V3). Krawedz miedzy dwoma
wierzchotkami istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy osoby te
spetniaja nawzajem swoje oczekiwania (jesli chodzi o wybdr
wpary”). Oczywiscie, nie ma krawedzi pomiedzy wierzchotkami
tej samej grupy (z zatozenia o heteroseksualnosci).
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Grafy dwudzielne - zastosowania

@ W klinice transplantologicznej jako graf dwudzielny mozna
zinterpretowac zbidr dostepnych do transplantacji organéw (V) i
zbiér pacjentéw, ktérzy oczekuja na przeszczep (V). Potaczenia
miedzy wierzchotkami z tych grup wystepuja, gdy dany organ
kwalifikuje sie do przeszczepienia dla danego pacjenta z
odpowiednio matym ryzykiem odrzucenia.

@ Na uczelni, jedng grupa wierzchotkéw moga by¢ pracownicy
dydaktyczni, a druga - zajecia, ktére trzeba poprowadzié.
Potaczenia miedzy wierzchotkami z tych grup wystepuja, gdy
dane zajecia moga by¢ prowadzone przez danego pracownika.

Trzecim przyktadem szczegdtowo zajmiemy sie pdzniej, ale dwa
pierwsze sugeruja nam typowe zagadnienie zwigzane z grafem
dwudzielnym: znalezienie tzw. petnego skojarzenia, czyli ,,znalezienia
pary” dla kazdego wierzchotka z grupy pierwszej w grupie drugie;.
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Grafy dwudzielne - zastosowania

o Typowym przyktadem w badaniu sieci spotecznych jest tak
zwana sie¢ przynaleznosci, w ktérej jedna grupe wierzchotkéw
symbolizujg pracownicy, a druga - firmy dla ktérych pracuja lub
pracowali.

@ Znanym zagadnieniem teorii graféw jest optymalizacja sieci
kolejowej, gdzie jeden zbidr wierzchotkéw symbolizuje

zaplanowane trasy pociagéw, a drugi - stacje przez ktére
przejezdzaja.
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Sprawdzanie dwudzielnosci

Dwudzielnos¢ i cykle

Graf jest dwudzielny wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy jego cykl ma
parzysta dtugosc.

Uzasadnienie: skoro cykl musi si¢ konczyé w tym samym zbiorze (V4
lub V3), w ktérym sie zaczynat, a kazda jego krawedz przechodzi
pomiedzy tymi zbiorami, to cykl musi mieé parzystg liczbe krawedzi.

Graf zawierajacy 3-klike nigdy nie jest dwudzielny. l
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Sprawdzanie dwudzielnosci

Na podstawie twierdzenia o dwudzielnosci i cyklach mozna
skonstruowac prosty algorytm badania, czy graf jest dwudzielny.
Ztozonos¢ tego algorytmu to O(|V(G)|).

Sprawdzanie dwudzielnosci

Dane: Graf G = (V(G), E(G)).
Zmienne: Vi, V, - zbiory wierzchotkéw (na poczatku puste).

o |. Wybierz dowolny wierzchotek v i dotacz go do zbioru V4.
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Sprawdzanie dwudzielnosci

Sprawdzanie dwudzielnosci

o |l. Dopdki zajdzie jedna z ponizszych okolicznosci: albo
wierzchotek, ktéry jest juz w zbiorze V; ma sasiada w zbiorze V;
albo V4 U V5, = V(G), wykonuj:

o lla. Jesli ostatnio dotaczano wierzchotki do zbioru V;, przypisz
nieprzypisanych sasiadéw wierzchotkéw zbioru V; do zbioru V;_;.

o lll. Jesli powyzsza petla zostata przerwana dlatego, ze
wierzchotek, ktéry jest juz w zbiorze V;, ma sasiada w zbiorze
V;, graf nie jest dwudzielny.

o V. Jesli powyzsza petla zostata przerwana dlatego, ze

Vi U Vo = V(G) (ale nie ze wzgledu na krok I11), graf jest
dwudzielny.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic 2b. Grafy dwudzielne i skojarzenia 9/33



Sprawdzanie dwudzielnosci - komentarze

o Krok Il wykonujemy przed krokiem IV, wiec jesli wyjdzie nam
jednoczesnie, ze np. wierzchotek z Vi ma sasiada z V; i ze
ViUV, = V(G), to graf nie jest dwudzielny.

o W zasadzie w kroku 2a nie musimy patrzeé na caty zbiér V;,
tylko na te wierzchotki, ktére przypisalismy tam w poprzednim
obiegu petli (¢wiczenie - zmodyfikowa¢ pseudokod, by tak byto),
bo sasiedzi dawniej przypisanych wierzchotkéw s3 juz przypisani.

o Jak zauwazymy w przysztosci, algorytm sprawdzania
dwudzielnosci jest szczegdlnym przypadkiem algorytmu
przeszukiwania grafu wszerz.

@ Przerwanie petli w kroku Ill pozwala nam tez znalez¢ cykl o
nieparzystej dtugosci (faczac najkrétsze drogi z wierzchotka
startowego do wierzchotkéw sasiadujacych, ktére przerwaty
petle) co jest warunkiem réwnowaznym tego, ze graf nie jest
dwudzielny.
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Sprawdzanie dwudzielonosci - przykfad 1

Sprébujmy algorytmicznie sprawdzi¢ dwudzielno$¢ powyzszego grafu.
W kolejnych krokach na zétto bede zaznaczaé wierzchotki przypisane
do zbioru V4, na zielono wierzchotki przypisane do V5, a w niebieska
obwddke bede brat wierzchotki, ktérych przypisywatem do jednego z
tych zbioréw w ostatnim kroku.

Zaczynam od przypisania wierzchotka A do zbioru V;.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic 2b. Grafy dwudzielne i skojarzenia 11/33



Sprawdzanie dwudzielonosci - przykfad 1

O

Sasiadéw zbioru V; (z6ttego), czyli wierzchotki B i D, przypisuje do
zbioru V; (zielonego). Nie sa one swoimi sasiadami, wiec nie
przerywamy algorytmu.
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Sprawdzanie dwudzielonosci - przykfad 1

Nieprzypisanych sasiadéw ostatnio dodanych wierzchotkéw zbioru V,
(B i D), czyli wierzchotki C, G i E, przypisuje do zbioru V; (zéttego).
Nie musze tam przypisywac wierzchotka A, bo juz jest przypisany.
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Sprawdzanie dwudzielonosci - przykfad 1

-

(E)

Wierzchotki C i G, ktére wtasnie zostaty przypisane do zbioru V; s3
swoimi sasiadami. Z tego powodu algorytm sie konczy i mozemy
powiedzie¢, ze przedstawiony graf nie jest dwudzielny.
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Sprawdzanie dwudzielonosci - przykfad 1

-®-

(E)

Sam konflikt wierzchotkéw C i G wskazuje nam nie tylko brak
dwudzielnosci, ale tez cykl, ktéry go powoduje: wierzchotki C i G
pierwszy raz byty przypisane jak sasiedzi wierzchotkéw odpowiednio B
i D, a te z kolei byty sasiadami A. Cata ta grupa tworzy cykl
ABCGDA nieparzystej dtugosci (doktadnie dtugosci 5).
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Sprawdzanie dwudzielonosci - przyktad 2

Analogicznie testujemy graf przedstawiony powyzej: zaczynam od
przypisania wierzchotka A do zbioru V;
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Sprawdzanie dwudzielonosci - przyktad 2

C:\

Sasiadéw zbioru V; (z6ttego), czyli wierzchotki B i D, przypisuje do
zbioru V; (zielonego). Nie sa one swoimi sasiadami, wiec nie
przerywamy algorytmu.
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Sprawdzanie dwudzielonosci - przyktad 2

/o/i

-

-
(E)

Nieprzypisanych sasiadéw ostatnio dodanych wierzchotkéw zbioru V,
(B i D), czyli wierzchotki C i E, przypisuje do zbioru V; (zéttego).Nie
s one swoimi sasiadami (ani innych wierzchotkéw z V;), wiec nie
przerywamy algorytmu.
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Sprawdzanie dwudzielonosci - przyktad 2

Nieprzypisanych sasiadéw ostatnio dodanych wierzchotkéw zbioru V4
(Ci E), czyli wierzchotek F, przypisuje do zbioru V, (zielonego). Nie
jest on sasiadem zadnego wierzchotka z V,. W ten sposéb

przypisalismy (pokolorowalismy) wszystkie wierzchotki grafu, wiec
graf jest dwudzielny z podziatem: V; = {A,C,E}, Vo ={B,D, F}.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic 2b. Grafy dwudzielne i skojarzenia 19/33



Macierz sasiedztwa grafu dwudzielnego

Jesli w grafie dwudzielnym G = (V4 U Vs, E) takim, ze |Vi| =n a
|Va| = k ustawimy wierzchotki w takiej kolejnosci, ze wierzchotki z
Vi poprzedzaja wierzchotki z V, to macierz sasiedztwa takiego grafu
bedzie miata postac:

0,, B
86 = | 57 o, |

gdzie 0, , i Ok x to macierze ztozone z samych zer, wymiaru
odpowiednio n x n i k x k. W takiej sytuacji, macierz B (ktéra
zawiera wszystkie informacje o grafie dwudzielnym) nazywa sie
czasem macierza dwusasiedztwa.
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Grafy dwudzielne - przyktady

@ Antykliki s3 dwudzielne, a kliki K, dla n > 3 nie sa.

e Grafy-drogi sa dwudzielne (bo nie maja cykli), a grafy-cykle sa
dwudzielne wtedy i tylko wtedy, gdy maja parzysta liczbe
wierzchotkéw.

@ Drzewa s3 dwudzielne (bo nie maja cykli).
o Z graféw platonskich tylko graf szesScianu jest dwudzielny.

o Graf Petersena nie jest dwudzielny, cho¢ nie zawiera 3-kliki
(podobnie jak graf dwunastoscianu).
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Grafy dwudzielny petny

Petny graf dwudzielny

Jesli w grafie dwudzielnym G = (V4 U V,, E) pomiedzy wszystkimi
parami wierzchotkéw nalezacych do réznych zbioréw (V4, V2) istnieje
krawedz, graf taki nazywamy pefnym grafem dwudzielnym lub klika
dwudzielng i oznaczamy K, ,, gdzie |Vi| = ni |Vo| = m.

(=] 7 8

Ks s

1 2 3 4 =
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Grafy dwudzielne i hamiltonowskie

Wiemy, ze w ogdlnym przypadku trudno stwierdzi¢, kiedy graf jest
hamiltonowski. Dla graféw dwudzielnych sprawdzenie tego jest duzo
prostsze.

Twierdzenie o cyklu Hamiltona w grafach dwudzielnych

Niech G = (V4 U V,, E) bedzie grafem dwudzielnym. Jesli G ma cykl
Hamiltona, to | V4| = | V5.

Dla petnych graféw dwudzielnych zachodzi tez implikacja w
przeciwng strone, tj. jedli V1| = |V,|, to G ma cykl Hamiltona.
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W grafie dwudzielnym czesto szukamy skojarzen, czyli doboru w pary
wierzchotkéw z réznych grup.

Skojarzenie

Skojarzenie w grafie G = (V/, E) to podzbiér krawedzi M C E(G), w
ktérym zadne dwie vy v,, uyuy € M nie s3 incydentne tym samym
wierzchotkiem (czyli M to zbidr roztacznych par elementéw
potaczonych krawedziami).

W szczegdlnosci w grafie dwudzielnym konce krawedzi nalezacych do
skojarzenia naleza do réznych zbioréw Vi i V5.

Wierzchotek skojarzony

Dla skojarzenia M v € V/(G) jest skojarzony, jesli istnieje w € V(G)
taki, ze krawedz vw € M.
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Skojarzenie petne

Skojarzenie petne
Skojarzenie petne zbioru V; w grafie dwudzielnym G = (V4 U V5, E)
to skojarzenie, w ktérym kazdy wierzchotek z V; jest skojarzony.

By skojarzenie petne istniato, musi zachodzi¢ |V;| < |Va.

2b. Grafy dwudzielne i skojarzenia
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Skojarzenia - przyktad

A B & A B Cc
D E F G D E F [}
Czerwone krawedzie tworza Czerwone krawedzie tworza
skojarzenie, ale nie jest ono skojarzenie petne.
petne.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic 2b. Grafy dwudzielne i skojarzenia



Twierdzenie Halla - funkcja ®

Funkcja ® kazdemu zbiorowi A C V4 przyporzadkowuje zbiér tych
wierzchotkéw V5, ktére sg sasiednie z przynajmniej jednym
wierzchotkiem w A.

®({A})={D,E, F}. ®({B,C})={D,E,F,G}.
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Twierdzenie Halla

Twierdzenie Halla

Niech G = (V4 U V4, E) bedzie grafem dwudzielnym. Wéwczas petne
skojarzenie w G istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy | X| < |®(X)] dla
kazdego podzbioru X zbioru Vj.

Grafy dwudzielne petne maja petne skojarzenia wtedy i tylko wtedy,
gdy [Vi| < [Val.
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Twierdzenie Halla-przyktad

Nie istnieje petne skojarzenie dla grafu z rysunku ponizej:

A B C (=] E

Zgodnie z twierdzeniem Halla, ten graf nie ma petnego skojarzenia
dla Vi ={A B, C,D,E}, Vo, ={F,G,H,J, K}, gdyz jesli
rozwazymy X = {A, B, D, E}, to ®(X) = {F, G, K}, a zatem

|X| =4 >3=[d(X)|
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Algorytm tworzenia skojarzenia petnego

Twierdzenie Halla jest w pewnym sensie konstruktywne, gdyz jesli
jego zatozenie jest spetnione (czyli |X| < |P(X)]|), to skojarzenie
mozna skonstruowaé. Jeden z algorytméw tworzenia skojarzenia
petnego w grafie dwudzielnym poznamy w jednej z kolejnych
prezentacji jako szczegdlny przypadek algorytmu Edmondsa-Karpa
znajdowania przeptywu maksymalnego w sieci.
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Grafy dwudzielne i Nobel z ekonomii

Grafy dwudzielne badat Lloyd Shapley, ktéry w 2012 roku otrzymat
nagrode Nobla z ekonomii miedzy innymi za modelowanie i
rozwigzanie zagadnienia optymalizacyjnego zwanego problemem
stabilnego matzenstwa. Jest to zadanie, w ktérym kazdy , kawaler”
(element zbioru V;) i ,panna na wydaniu” (element zbioru V)
posiadaja swdj ranking ptci przeciwnej i trzeba ich tak pofaczy¢ w
»pary matzenskie" (stworzy¢ skojarzenie petne), zeby nie doszto do
~pokusy zdrady”, czyli sytuacji, gdy pewna para (niematzeriska) woli
siebie nawzajem od swoich partneréw w matzenstwie. Okazuje sie, ze
bez wzgledu na ranking indywidualnych preferencji, zawsze istnieje
szcze$liwe rozwigzanie tego problemu.
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Grafy dwudzielne i Nobel z ekonomii

Problem stabilnego matzenstwa, mimo nieco zartobliwej podstawowe]
interpretacji, ma wiele powaznych zastosowan. Za pomoca wydajnego
algorytmu, ktéry Shapley stworzyt z Davidem Gale’em, mozna
optymalizowaé skojarzenia:
@ Przypisania kandydatéw na lekarzy do szpitali (stosowany w
praktyce w USA)
@ Przypisywanie uzytkownikéw do serweréw w duzych podsieciach
Internetu.

@ Przypisanie kierunkéw do kandydatéw na studia.

@ Hebrew Union College za pomoca tego algorytmu przypisuje
konczacych go rabinéw do potrzebujacych ich spotecznosci.
Algorytm Gale'a-Shapleya nie opiera sie o teorie graféw, wiec
zainteresowanych zachecam do samodzielnego znalezienia informacji
o nim.
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Zaawansowane zastosowania graféw dwudzielnych

Ponadto, grafy dwudzielne s3 uzywane w:
@ Analizie kodéw (szczegdlnie w kryptoanalizie i kompresji danych)

@ Teorii sieci Petriego uzytecznych w modelowaniu systemoéw
rozproszonych.
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