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Arytmetyka modularna - motywacja

Zauwazmy, ze do modelowania niektérych zjawisk (i opisywania ich
algorytmami) zwykta arytmetyka liczb catkowitych nie jest
wystarczajaca. Dotyczy to szczegdlnie zjawisk cyklicznych jak np.
dzienna rachuba czasu. Na przykfad, jesli zasniemy o 21 na 9 godzin,
to wiemy, ze zbudzimy sie o 6, a nie 0 30 (21 +9). Analogicznie, Jesli
jest godzina 3 w nocy, to odpowiadajac na pytanie, ktéra godzina
byta 5 godzin temu nie méwimy, ze ,minus druga” (3 — 5) tylko 22.
W tym przyktadzie nie interesuje nas wiasciwy wynik, lecz jego reszta
z dzielenia przez 24.

Takie i inne cykliczne zjawiska (np. zmiany pér roku, wzgledne
przemieszczenia mechanizmu ztozonego z két zebatych itp.) modeluje
arytmetyka modularna.
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Przystawanie modulo

Przystawanie modulo

Méwimy, ze dwie liczby a i b przystaja do siebie modulo n, jesli ich
réznica a — b jest wielokrotnoscia n (lub innymi stowy, jesli liczby te
daja te sama reszte z dzielenia przez n). Zapisujemy to symbolem

a = b(mod n) lub a =, b.

Nieprzypadkowo oznaczenie jest tak podobne do oznaczenia reszty z
dzielenia. Jedli a= b mod n, to a = b(mod n) (niekoniecznie na
odwrét, bo w pierwszym przypadku musi zachodzi¢ a < n, a w
drugim niekoniecznie - np. 8 = 13(mod 5), choé reszta z dzielenia 13
przez 5 jest 3).

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic: 4b. Teoria liczb: arytmetyka modularna 4/45



Przystawanie modulo - réwnowaznos¢

Réwnowaznos$é przystawania modulo

Dla dowolnych a, b, c oraz n > 0 mamy:
a) a=, a,

b)a=,bs b=, a,
c)jeslia=,bib=,c toa=,c.

Relacja przystawania modulo n dzieli zbiér liczb catkowitych na
roztaczne podzbiory (tak zwane klasy abstrakcji) tak, ze kazde dwie
liczby nalezace do tego samego podzbioru przystaja do siebie modulo
n, a dwie liczby z réznych podzbioréw nie przystaja do siebie modulo
n. Tymi podzbiorami sa zbiory liczb dajace te sama reszte z dzielenia
przez n - czyli w skrécie reszty z dzielenia przez n.
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Przystawanie modulo - wtasnosci

WHtasnosci przystawania modulo

Dla dowolnych a, b, ¢, d oraz n > 0 mamy:

a)jeSlia=,bic=,d, toa+c=,b+d,
b)jeSlia=,bic=,d, toa—c=,b—d,
c)jeslia=,bic=,d, toac=, bd.

Niech a=1751 b =17 3. Wtedy a+ b =178, a— b =172, ab =17 15.
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Arytmetyka modularna

Dzieki tym wtasnosciom, mozna zdefiniowaé tzw. kongruencje czyli
dziatania na klasach abstrakcji relacji modulo (czyli na resztach z
dzielenia) tak samo jak na liczbach. Jako, ze przynajmniej 3 z dziatan
algebraicznych zachowuja sie tak samo dla kazdego elementu klasy
abstrakcji, zamiast uzywac¢ dowolnych elementéw, mozemy
symbolicznie uzywaé po jednym przedstawicielu kazdej klasy
(najwygodniej po prostu uzy¢ reszty z dzielenia przez n). Dzieki
temu, zamiast pisaé, ze obliczamy a + b =47, gdzie a=¢ 31 b =4 5,
mozemy w skrécie napisad:

3+ 5 = 2 (bo dodanie dowolnych liczb z ktérych jedna z dzielenia
przez 6 daje reszte 3, a druga 5, zawsze da jako wynik liczbe, ktéra z
dzielenia przez 6 da reszte 2). Analogicznie 3—5=¢4, 3-5 =¢ 3.
Przez 7, bedziemy oznaczaé zbidr reszt z dzielenia przez n z
dziataniami arytmetycznymi modulo n.
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Arytmetyka modularna - przyktad Z,

Oto ,tabliczka dodawania” w | tabliczka mnozenia w tym

zbiorze Z4: samym zbiorze:
+011(2]3 101123
0({0]1|2|3 0/0(0]0]O0
1111230 11]0(112/3
2121301 210(2]0]2
313|012 3/10(3(2]1

Zauwazmy, ze o ile tatwo definiowaé odejmowanie za pomoca
dodawania, to dzielenie modulo trzeba wykonywaé ostroznie, bo
czasem nie ma sensu (np. 3:2 w Zg), a czasem moze dawaé wiele
wynikéw (np. 2 : 2 w Z,).
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Regufa skracania

Reguta skracania
Dla n > 0, jesli ad = bd(mod n) i d L n, to a= b(mod n).

Reguta ta méwi, kiedy mozemy legalnie wykona¢ ,dzielenie stronami”
w arytmetyce modulo n - ot6z poprawnos¢ jest gwarantowana tylko
wtedy, gdy n i liczba przez ktéra dzielimy sa wzglednie pierwsze.
Przyktadowo, z faktu, ze 4 - 4 =g 2 - 4(=5 0) nie wynika, ze 4 =g 2,
bo 4 i 8 nie s3 wzglednie pierwsze.

Dlatego we wszelkich obliczeniach najlepiej unika¢ ,dzielenia
stronami”, chyba, ze jesteSmy pewni, ze dziata (tj. sprawdzimy, ze
liczba przez ktéra dzielimy i podstawa dziatania modulo s3 wzglednie
pierwsze).
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Kongruencje liniowe i ich ukfady

Kongruencje liniowe i ich uktady

Kongruencja liniowa nazywamy przystawanie postaci ax =, b, gdzie
a,b e, zas x € Z, jest niewiadoma. Jesli kongruencja staje sie
prawdziwa jest prawdziwa po wstawieniu pewnego y € Z, za x, to y
nazywamy rozwigzaniem tej kongruencji.

Uktadem k kongruencji liniowych bedziemy nazywac zbiér k
przystawan postaci Ax =, b, gdzie A jest macierza k X k o
wspétczynnikach z Z, b € Z* jest wektorem ztozonym z k liczb
catkowitych, za§ x € Zk jest wektorem niewiadomych. Jesli ten ukfad
kongruencji staje sie prawdziwy po wstawieniu pewnego y € ZX za x,
to y nazywamy rozwigzaniem tego uktadu.
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Rozwigzywanie kongruencji i ich uktadow

Kongruencje liniowe i ich uktady generalnie rozwigzujemy podobnie
jak réwnosci i ich uktady na liczbach rzeczywistych. Jest jednak kilka
wyjatkow:

@ Dla kongruencji modulo n uzywamy, zaréwno w wyniku jak i w
trakcie obliczen, tylko liczb naturalnych od 0 do n — 1.
Ostatecznie mozna dopusci¢ chwilowe pojawienie si¢ w
kongruencji innych liczb catkowitych, lecz powinno sie jak
najszybciej dodawaé lub odejmowac od tych liczb odpowiednie
wielokrotnosci n, by wréci¢ do wtasciwego przedziatu.

@ Zgodnie z regufa skracania, kongruencje modulo n mozna dzieli¢
stronami tylko przez liczby wzglednie pierwsze z n.
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Rozwigzywanie kongruencji i ich uktadow

Kongruencje i ich uktady generalnie rozwigzujemy tak jak réwnosci i
ich uktady na liczbach rzeczywistych. Jest jednak kilka wyjatkéw:

@ / reguty skracania ponadto wynika, ze podczas rozwigzywania
kongruencji nie powinno sie réwniez mnozy¢ stronami przez
liczby, ktére nie s3 wzglednie pierwsze z n. Co prawda,
rozwigzania oryginalnej kongruencji sa rozwigzaniami kongruencji
przemnozonej stronami przez dowolng liczbe, ale nie jest na
odwrét: pomnozona kongruencja moze miec rozwigzania, ktére
nie byty rozwigzaniami kongruencji startowe;.

Przyktad: 3x =4 3. Oczywiscie jedynym rozwigzaniem jest x =4 1
(zgodnie z reguta skracania, mozemy kongruencje modulo 4 podzieli¢
stronami przez 3). Gdyby$my pomnozyli kongruencje stronami przez
2 (ktére nie jest wzglednie pierwsze z 4), otrzymaliby$my

6x =4 6 < 2x =4 2, co ma dwa rozwigzania x =4 1 i x =4 3. To
drugie nie jest rozwigzaniem wyjsciowej kongruencji.
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Kongruencja liniowa - przyktad

Zadanie
Rozwigzaé kongruencje

X =10 6

Jak widaé, operujemy dziataniami w zbiorze Zjo - pamietajmy wiec,
ze mamy do dyspozycji tylko liczby catkowite od 0 do 9 i nie mozemy
uzywaé utamkoéow! Aby rozwigzac te kongruencje, wystarczy podzielié
obie strony przez 7. Czy mozemy to zrobi¢? Zgodnie z reguta
skracania tak, bo 7 L 10!
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Kongruencja liniowa - przyktad

Zadanie

Tx =10 6

By wykona¢ dzielenie 6 przez 7 modulo 10, szukam liczby
rownowaznej 6 w tej arytmetyce, ktéra potrafie podzieli¢ przez 7 w
arytmetyce liczb catkowitych. Sprawdzam kolejne liczby réwnowazne
6, otrzymywane przez dodawanie do niej podstawy kongruencji (10):
nie moze to by¢ 16, 26, 36, 46, bo te liczby, cho¢ réwnowazne 6, nie
dziela si¢ przez 7. Bedzie to np. 56, stad 7 -8 =1 6, wigc 6 : 7 =1 8.
Stad x =19 8 jest rozwigzaniem tej kongruencji.
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Ukfad kongruencji liniowych - przykfad

Zadanie z egzaminu (2014, zaoczne, | termin)

3x — by =131
9x — 4y =3 10.

Jak wida¢, operujemy dziataniami w zbiorze Zi3 - pamietajmy wiec,
ze mamy do dyspozycji tylko liczby catkowite od 0 do 12 i nie
mozemy uzywac utamkéw!

Jest wiele sposobow rozwiagzania tego zadania. Zobaczymy
niekoniecznie najprostszy, ale fatwy do uogdlnienia i pokazujacy wiele
poznanych przed chwilag mechanizméw.
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Ukfad kongruencji liniowych - przykfad

Zadanie z egzaminu (2014, zaoczne, | termin)

3x —by =131
9x — 4y =43 10.

Sprébuje w pewnym momencie pozbyc¢ sie zmiennej x odejmujac

kongruencje stronami (operacja dozwolona!). W tym celu chce druga

kongruencje przeksztatci¢ tak, by zamiast 9x byto w niej 3x.

Najprosciej bytoby podzieli¢ obie strony przez 3. Czy to jest

dozwolona operacja? Tak, bo 3 jest wzglednie pierwsze z 13! Jednak
10

jest problem: liczby % i 5 nie istnieja w Z3.
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Ukfad kongruencji liniowych - przykfad

Zadanie z egzaminu (2014, zaoczne, | termin)

3x —by =131
9x — 4y =43 10.

By wykona¢ dzielenie 4 przez 3 modulo 13, szukam liczby
rébwnowaznej 4 w tej arytmetyce, ktéra potrafie podzieli¢ przez 3.
Bedzie to np. 30 (bo 30 =213+ 4), stad 3 - 10 =13 4, wiec

4 : 3 =13 10 (ciagle pamietamy, ze 3 L 13, wiec dzielenie jest
dopuszczalne).

By wykona¢ dzielenie 10 przez 3 modulo 13, szukam liczby
réwnowaznej 10 w tej arytmetyce, ktéra potrafie podzieli¢ przez 3.
Bedzie to np. 36 (bo 36 = 2- 13 + 10), stad 3 - 12 =3 10, wiec
10 : 3 =13 12 (ciagle pamigtamy, ze 3 L 13, wiec dzielenie jest
dopuszczalne).
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Ukfad kongruencji liniowych - przykfad

Zadanie z egzaminu (2014, zaoczne, | termin)

3x —by =131
9x — 4y =43 10.

Zatem powyzszy uktad kongruencji moge zapisaé nastepujaco:

3x — 5y =13 1
3x — 10y =13 12.
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Ukfad kongruencji liniowych - przykfad

/Zadanie

3x —by =131
3x — 10y =13 12.

Teraz odejme stronami kongruencje (uwzgledniajac, ze 1 — 12 =13 2),
otrzymujac

5_y =13 2.

Stad y =133 (bo 5:3 =15 =313 2), a x =13 1 (fatwe obliczenie po
wstawieniu 3 za y do dowolnej kongruencji). Warto na koniec
sprawdzi¢ obliczenia podstawiajac wynik do wyjsciowych kongruencji.
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Istnienie rozwigzan kongruencji liniowych

Tak jak przy rozwigzywaniu réwnan liniowych i ich ukfadéw, powstaje
pytanie, czy kongruencje liniowe i ich uktady maja zawsze rozwigzanie
i czy to rozwiazanie, jesli istnieje, jest jedyne. | réwniez teraz
odpowiedz jest negatywna: kongruencje liniowe i ich uktady, tak jak
réwnania i ich uktady, moga nie mie¢ rozwigzan, moga mie¢ jedno
rozwigzanie lub (i tu jest réznica w stosunku do uktadéw réwnan
liniowych) mie¢ ich kilka, ale nie nieskofczenie wiele.

Przyktadowo, kongruencja 2x =4 3 nie posiada rozwigzan, zas
kongruencja 2x =4 2 ma dwa rozwiazania.
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Istnienie rozwigzan uktadéw kongruencji

Podobnie uktad kongruenc;ji:

3x + Yy =17 1

X + 6y =17 2
nie ma rozwigzan, a ukfad:

3x+y=171

X+06y =176

ma az 17 rozwiazan.
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Istnienie rozwigzan uktadéw kongruencji

Dla uktadéw réwnan liniowych, kwestie istnienia i jednoznacznosci
rozwigzan rozstrzyga twierdzenie Kroneckera-Capellego. W wypadku
kongruencji, odpowiednik bytby nieco bardziej skomplikowany.
Dlatego zadowolimy sie ponizszymi wynikami czeSciowymi:

Rozwigzalnos$¢ kongruencji

Kongruencja liniowa ax =, b ma co najmniej jedno rozwiazanie
wtedy i tylko wtedy gdy NWD(a, n)|b.

| A

Rozwigzalnos¢ uktadéw kongruencji

Jesli det A L n to ukfad kongruencji liniowych Ax =, b ma dokfadnie
jedno rozwigzanie.

v
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Arytmetyka modularna - zastosowania

Pierwsze zastosowanie dotyczy bardziej pojecia podzielnosci, niz
arytmetyki modularnej, ale arytmetyka modularna moze znaczaco
pomdc w ulepszeniu tego zastosowania.

Zagadnienie dotyczy sum kontrolnych stosowanych w wielu
zagadnieniach, w ktérych fatwo o btedy w odtwarzaniu kodu (numer
karty kredytowej, konta bankowego, zapis cyfrowy muzyki itp.).
Powiedzmy, ze chcemy przydzieli¢ numery kont kilkudziesieciu
tysigcom ludzi. Teoretycznie wystarczy im przypisa¢ numery
pieciocyfrowe. Jednakze, prébujac wystac przelew na czyje$ konto,
tatwo pomyli¢ jakas cyfre i przestal pienigdze komus zupetnie
innemu. Naprawianie takich pomytek jest dos¢ kosztowne i
czasochtonne, dlatego lepiej je uniemozliwic.
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Arytmetyka modularna - zastosowania

Stad pomyst tzw. ,sum kontrolnych”, ktére obecnie pojawiaja sie w
kazdym kodzie tego typu. Niektére cyfry nie s3 numerem danego
obiektu lecz petnig funkcje badania poprawnosci catego kodu.
Najprostszym przyktadem w naszej sytuacji bytoby dodanie do kodu
szbstej cyfry, ktéra powstaje w nastepujacy sposéb: dodajemy do
siebie pie¢ pozostatych cyfr i reszta z dzielenia tej sumy przez 10
bedzie széstg cyfra. Na przyktad klient o numerze 39605 miatby sume
cyfr réwna 23, wiec po zbadaniu reszty z dzielenia przez 10
ostateczny numer jego konta to:

396053.

Takie przypisanie chroni przed btednym wpisaniem jednej cyfry kodu.
Np. jesli ktos wzigtby niewyraznie napisane 0 za kolejng cyfre 6 i
probowat wystac przelew na konto numer 396653, natychmiast
otrzymatby odpowiedz, ze taki numer konta jest niemozliwy, gdyz
suma cyfr 3,9,6,6,5 daje reszte 9, a nie 3.
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Arytmetyka modularna - zastosowania

Przedstawiony mechanizm jest bardzo uproszczony w stosunku do
stosowanych w praktyce (nie chroni np. przed ,czeskim btedem”,
czyli zapisaniem dwu cyfr w zamienionej kolejnosci) i w nich
arytmetyka modularna i jej prawa przydaja sie bardziej.
@ System International Standard Book Number (ISBN) uzywa
arytmetyki modulo 11 (dla numeréw 10-cyfrowych) lub modulo
10 (dla 13-cyfrowych).
@ System International Bank Account Number (IBAN) uzywa
arytmetyki modulo 97.

@ Chemical Abstract Service (CAS) - system kodowania zwigzkdw
chemicznych - uzywa arytmetyki modulo 10.

o Kryptograficzne funkcje skrétu (haszujace) - podstawa m.in.
kryptowalut.
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Arytmetyka modularna - integer overflow

Naturalny sposéb przechowywania liczb w pamieci komputera
oznacza, ze zmienne pozornie catkowitoliczbowe pochodzy tak
naprawde ze zbioréw Z,. Jest to zrédtem btedéw programistycznych
typu integer overflow.

Jedli w takiej sytuacji zmienna takiego typu zwigksza swojg wartosé
(np. indeks tablicy), to w pewnym momencie moze doj$¢ do
przekrecenia licznika, ktory z wartosci maksymalnych przeskoczy
nagle na minimalne.

Przyktady: pierwszy lot rakiety Ariane 5 (1996), legenda o
»atomowym Gandhim”.
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Chinskie twierdzenie o resztach

Do rozwigzywania uktadéw kongruencji, w ktérych podstawy modulo

sg rozne przyda sie nastepujace twierdzenie:

Chinskie twierdzenie o resztach, Sun Zi, Il w.

Niech nq, ... nx € N bedj takie, ze dla i # j zachodzi n; L n;. Wtedy

dla dowolnych ay, ..., a, istnieje doktadnie jedna liczba naturalna
X < ng-...-n taka, ze

X =p a1

X =p, a2

X =n, dk

Tym razem, na szczescie, twierdzenie jest konstruktywne, czyli
istnieje algorytm znajdujacy poszukiwane x.
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Algorytm chinski

Rozwigzujemy uktad kongruenc;ji:

X =p, a1
X =p, @2
X Enk ak

Algorytm chinski

Dane: Dodatnie liczby catkowite: ny, ..., nx (parami wzglednie
pierwsze), ay, . .., k.

Zmienne: N - liczba catkowita, (N;)%_; - skoficzony ciag liczb
catkowitych, x - wynik (catkowity).
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Algorytm chinski

Algorytm chinski

Dane: Ciagi liczby catkowitych dodatnich: ny, ..., ng (parami
wzglednie pierwsze), ay, . .., ak.
Zmienne: N - liczba catkowita, (N;)%_; - skoficzony ciag liczb
catkowitych, x - wynik (catkowity).
o |l. N:= Hfle n;.
o Il. Dla kazdego i € {1,..., k} definiujemy N; := N/n;.
Oczywiscie NWD(n;, N;) = 1.
o Ill. Dla kazdego i € {1, ..., k} znajdujemy taka liczbe x;, ze
Nix; =, 1 (dzieki temu, ze n; L N;).
o IV. x = Zf-‘zl a;x;\N; mod N.
@ Rezultat: x jest szukang liczba z chinskiego twierdzenia o
resztach.
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Komentarz do algorytmu chinskiego

Niejasny moze by¢ krok IlI:

[ll. Dla kazdego i znajdujemy taka liczbe x;, ze Nix; =, 1.
Zazwyczaj w zadaniach odgadniecie liczby x; jest proste. W
trudniejszych sytuacjach, gdyby byto trudno wskazaé te liczbe na
pierwszy rzut oka, mozna zastosowacl rozszerzony algorytm Euklidesa.
Wiemy, ze NWD(n;, N;) = 1. Zatem istnieja (i potrafimy je znalez¢
rozszerzonym algorytmem Euklidesa) x;, y; takie, ze

x;iN; + yin; = NWD(n;, N;) = 1,czyli Nix; = —y;n; + 1, zatem

N,'X,' =n; 1.
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Algorytm chinski - przyktad

Zadanie

Dowddca gwardii patacowej chinskiego cesarza przygotowywat swoich
zotnierzy do przegladu. Prébowat ich ustawi¢ w trdjki, ale zostato 2
nadmiarowych zotnierzy. Nastepnie ustawiat ich w siédemki, ale
zostato 4 nadmiarowych. Na koniec ustawiat ich w ésemki, ale
zostato pieciu nadmiarowych. Wiedzac, ze zotnierzy gwardii byto
mniej niz 168, wskazaé liczbe tych zotnierzy.

4

Oczywiscie zadanie sie sprowadza do rozwigzania uktadu kongruencji:

XE32
XE74
XEg5
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Algorytm chinski - przyktad

Rozwiaza¢ uktad kongruencji:

XE32
XE74
XEgS

Faktycznie 3,7 i 8 s parami wzglednie pierwsze. Pierwszy krok
algorytmu - obliczamy N =3 -7 -8 = 168. Zgodnie z chinskim
twierdzeniem o resztach wiemy, ze mozliwe jest znalezienie x < 168
spetniajacego warunki zadania.
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Algorytm chinski - przyktad

Rozwigza¢ uktad kongruencji:
X =3 2
X =7 4
X =g 5
W drugim kroku obliczamy:
N 168
Ny = — = — =056.
ny 3
p=N 18y
n» 7
N 1
N3y = — = 168 =21.
ns 38
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Algorytm chinski - przyktad

Rozwigzaé uktad kongruencji:

XE32
XE74
XEgS

W trzecim kroku obliczamy:

56x1 =31 — x; = 2.

24X2 =7 1 — X2 =b.

21X3 =3 1 — X3 =b.
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Algorytm chinski - przyktad

Rozwigzaé uktad kongruencji:

XE32
XE74
XEgS

W czwartym kroku obliczamy:

X = a]_X]_N]_ + 32X2N2 + 33X3N3 mod 168 =

=2-2-56+4-5-24+5-5-21 mod 168 = 1229 mod 168 = 53.

Zatem w gwardii musiato by¢ 53 zotnierzy.
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Kongruencje - drugi sposob

Rozwigza¢ uktad kongruencji:

XE32
XE74
XEgS

Mozna to rozwigza¢ tez w drugi sposéb, chyba wygodniejszy w
obliczeniach recznych, cho¢ mniej efektywny dla duzych uktadéw
réwnan i duzych liczb.

Zauwazmy, ze ogblne rozwigzanie pierwszej kongruencji to x = 3/ + 2
dla pewnego i. Wstawiajac do drugiej kongruencji dostajemy:

3i+2=4=3/=2=|=; 3.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic:  4b. Teoria liczb: arytmetyka modularna 36 /45



Kongruencje - drugi sposob

Rozwigza¢ uktad kongruencji:

XE32
XE74
XEgS

.

Skoro i =7 3, to i = 7j + 3 dla pewnego j. Wstawiajac do x = 3i + 2
dostajemy x = 3(7j + 3) + 2 = 21j + 11 dla pewnego j. Wstawiamy
ten rezultat do trzeciej kongruencji i mamy:

21j+11=45=5/+3=45=5 =52 = j =g 2.
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Kongruencje - drugi sposob

Rozwigzaé uktad kongruencji:

XE32
XE74
XESS

J =s 2, czyli j = 8k + 2 dla pewnego k. Zatem x = 21j + 11 zmienia

sie w x = 21(8k +2) + 11 = 168k + 53 dla pewnego k. Ze wzgledu
na warunki zadania, x = 53.
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Algorytm chinski - zastosowania

e Protokoty kryptograficzne typu ,dzielenia sekretu” (algorytmy
Mignotte i Asmutha-Blooma): pewna ,sekretna wiadomo$¢” jest
szyfrowana i dzielona na fragmenty, rozdawane jego
posiadaczom. Kazdemu fragmentowi odpowiada znajomos¢
jednej z kongruencji ukfadu. Pefen ,sekret” moze by¢
odtworzony tylko gdy wszyscy (lub odpowiednio wielu)
uczestnikow dostarczy swojg informacje.

@ Protokoty Szybkiej Transformaty Fouriera (analiza sygnatéw).

e Zagadnienia range ambiguity resolution, czyli wyznaczania
poprawnej odlegtosci obiektéw wykrywanych przez radary.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic: 4b. Teoria liczb: arytmetyka modularna 39 /45



Funkcja Eulera - definicja

Funkcja ¢ Eulera

Funkcja ¢ Eulera (zwana tocjentem) to ¢ : N\ {0} — N
zdefiniowana wzorem:

po(n)={1<a<n : NWD(an) =1},

czyli jest to odwzorowanie przyporzadkowujace liczbie n moc zbioru
liczb naturalnych dodatnich nie wiekszych od niej i wzglednie
pierwszych z nig.

4

Przyktadowo obliczmy ¢(6). Liczby naturalne dodatnie nie wieksze od
niej i wzglednie pierwsze z nig to 1 i 5, wiec p(6) = 2.

Oczywiscie, nie jest to zbyt wygodny sposéb obliczania wartosci
funkcji .
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Funkcja Eulera - twierdzenia

Funkcja ¢ Eulera dla liczb pierwszych

Dla dowolnej liczby pierwszej p zachodza zwiazki:
a) p(p) =p—1

b) w(p*) = p*(1 - 3).

Funkcja ¢ Eulera dla iloczynéw liczb wzglednie pierwszych

Dla dowolnych dwéch dodatnich liczb wzglednie pierwszych m i n
zachodzi:

p(mn) = o(m)p(n).

y

Whiosek - potrafimy policzy¢ wartos¢ funkcji Eulera dla kazdej liczby,
ktérej rozktad na czynniki pierwsze znamy.
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Funkcja Eulera - przykfad

Zadanie
Obliczy¢ ¢(600)

tatwo zauwazyé, ze 600 = 23 - 3 - 52. Dodatkowo, oczywiécie 23, 3 i
52 s3 parami wzglednie pierwsze, wiec mozemy skorzystaé z obu
twierdzen z poprzedniego slajdu, otrzymujac:

P(600) = (2*35%) = (%) 0(3) ¢(5%) = (1) 25(1—) = 160.
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Obliczanie funkcji Eulera - wazne uwagi

Wydaje sie, ze z tatwoscia potrafimy w takim razie obliczy¢ funkcje
Eulera dla kazdej liczby. Jednak, trzeba tu podkresli¢, ze to jest
faktycznie tatwe tylko dla liczb, ktére potrafimy roztozyé na czynniki
pierwsze. A to, jak juz wiemy, jest niezwykle trudne w ogdlnym
przypadku.

Niestety (a moze na szczescie, dla bezpieczenstwa réznych systeméw)
nie jest znany prostszy (i mniej ztozony obliczeniowo) sposéb
obliczania funkgji Eulera niz rozktad liczby na czynniki pierwsze i
skorzystanie z twierdzen. Dlatego mozna powiedzieé, ze obliczenie
wartosci funkgji Eulera jest réwnie trudne (i ztozone obliczeniowo) jak
rozktad liczb na czynniki pierwsze.
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Twierdzenie Eulera i Mate Twierdzenie Fermata

Twierdzenie Eulera

Jedlia L n, to a?(M =, 1.

Prostym wnioskiem z twierdzenia Eulera jest:

Mate Twierdzenie Fermata

Dla dowolnej liczby pierwszej p i dodatniego n zachodzi n? =, n.

Obydwa te twierdzenia s3 szalenie uzyteczne w kryptologii, gdyz
utatwiaja arytmetyke modularng na duzych liczbach.
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Twierdzenie Eulera - przykfad

Zadanie
Obliczy¢ 19"* mod 28

19* jest liczba gigantyczna i liczenie tego ,na rympat” bez pomocy
sztuczek (nawet przy pomocy komputera) jest koszmarne.

Twierdzenie Eulera

Jedlia L nto a?™ =, 1.

Oczywiscie 19 | 28 (bo 19 jest liczba pierwsza), wiec mozemy
skorzysta¢ z twierdzenia Eulera. ¢(28) = (22 -7) =2-6 = 12. Stad
wiemy, ze 192 =55 1.

197 = (19%2)°. 192, czyli

1974 Zpg (1912)0 - 192 =55 (1) - 361 =55 361 =g 25.
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