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@ Podzielnos¢, NWD i algorytmy Euklidesa

© Najmniejsza wspélna wielokrotnoéé

© Liczby pierwsze
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Teoria liczb - wstep

Teoria liczb to ,matematyka matematyki” zajmujaca si¢ badaniem
witasnosci liczb - przede wszystkim catkowitych (w tym rozdziale, jesli
nie bedzie wyraznie powiedziane inaczej, wszystkie liczby sa catkowite
- i w czasie rozwigzywania zadan tylko takie moga wystepowacd).
Kiedy$ wydawato sie, ze to dziedzina najbardziej abstrakcyjna z
mozliwych i praktycznych zastosowan miec nie bedzie. Dzi$ juz
wiemy, ze to nieprawda.
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Teoria liczb - zastosowania

o Wospodtczesne systemy szyfrowania i deszyfrowania informacji
(opieraja sie na trudnosci faktoryzacji liczb catkowitych -
doktadniej oméwimy to w kolejnej czesci kursu).

o Efektywne metody kompresji danych i generowania liczb
pseudolosowych.

@ Dyskretna Transformata Fouriera: analiza sygnatéw i danych.

e Kodowanie informacji z autowykrywaniem btedéw (np. numery
kont bankowych i kart kredytowych, cyfrowy zapis muzyki).

@ Muzykologia i automatyczne generowanie (dajacej sie stuchac)
muzyki (Brian Eno).

@ Zastosowania teorii liczb we wspdtczesnej fizyce teoretycznej:
http://empslocal.ex.ac.uk/people/staff /mrwatkin/
zeta/physics.htm
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Ztozono$¢ obliczeniowa podstawowych operacji

o Czas zapisu liczby n na komputerze jest O(log n).
@ Ztozono$¢ dodawania liczb ai b to O(log a + log b).
@ Ztozono$¢ mnozenia liczb a i b to O(log alog b).
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Dzielenie w zbiorze liczb catkowitych

Dodawanie, odejmowanie i mnozenie w ramach liczb catkowitych nie
ma szczegdblnie zaskakujacych witasnosci. Jednak ciekawe problemy
pojawiaja sie przy dzieleniu, gdyz wynik dzielenia dwu liczb
catkowitych w zbiorze R nie musi by¢ catkowity.

lloraz i reszta z dzielenia

Jesli dla pewnych liczb catkowitych a, b istnieja liczby q, r takie, ze
a=bqg+ri0<r<b,toqnazywamy ilorazem liczb ai b, a r -
reszta z dzielenia a przez b. Zapisujemy r = a mod b.

17=5-3+2

2=17 mod 5
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Podzielnos¢

Podzielnos¢

Méwimy, ze b dzieli a (lub a jest podzielne przez b, b jest dzielnikiem
a, a jest wielokrotnoscig b), jesli istnieje g takie, ze a = bq, czyli, gdy
a mod b= 0. Zapisujemy b|a.

Przyktad: 3]6.
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Twierdzenia o podzielnosci

Twierdzenia o podzielnosci

Dla dowolnych liczb a, b, ¢ # 0 zachodzi:
a) jesli a|b to al|bc,

b) jesli a|lb i b|c to alc,

c) jesli a|b i a|c to a|(b+ c).
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Najwiekszy wspdlny dzielnik

Najwiekszy wspdlny dzielnik
Najwiekszy wspéiny dzielnik niezerowych liczb a i b (zapisywany jako
NWD(a, b)) to najwieksza liczba d taka, ze d|a i d|b.

Twierdzonko

Dla niezerowych liczb a, b zachodzi:
NWD(a,1) = 1, NWD(a, a) = a, NWD(a, b) = NWD(b, a).

Przyktady: NWD(9,6) = 3, NWD(36,12) = 12, NWD(33,26) = 1,
Jednak dla wiekszych liczb znajdowanie najwiekszego wspdlnego
dzielnika wymaga systematycznego podejscia.
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Algorytm Euklidesa

Ponizej algorytm, ktéry ma juz okoto 2300 lat, pochodzacy z
.Elementéw" Euklidesa. Stuzy do znajdowania najwiekszego
wspdlnego dzielnika liczb catkowitych.

Algorytm Euklidesa

Dane: Liczby catkowite dodatnie a, b.
Zmienne: r - liczba catkowita.

o |. Dopéki b # 0 wykonuj:
@ la. r:=a mod b.
@lb.a:=b b:=r.

@ Rezultat: Na koncu dziatania algorytmu a jest najwiekszym
wspdlnym dzielnikiem danych na poczatku liczb.

Czas dziatania tego algorytmu jest O(log> a), gdy a > b.
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Algorytm Euklidesa - przyktad

Znalez¢ NWD(888,1104).

Rozpoczynamy od podstawienia a = 888, b = 1104.
Wyniki algorytmu bedziemy zapisywaé w ponizszej tabeli:
Nr kroku | r | a | b
1
2
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Algorytm Euklidesa - przyktad
Znalez¢ NWD(888, 1104). I

Skoro b # 0, to w pierwszym kroku r = a mod b = 888 (bo
a=0-1104 + 888)
Nastepnie a := b = 1104, a b := r = 888. Zatem pierwszy krok
jedynie zamienit nam kolejnoscia a i b (dlatego warto zaczyna¢
algorytm Euklidesa tak, by a > b)
Nr kroku | r a b
1 888 | 1104 | 888
2
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Algorytm Euklidesa - przyktad
Znalez¢ NWD(888,1104). l

Nadal b # 0, wiec r = 1104 mod 888 = 216 (bo
1104 =1 - 888 + 216)
Nastepnie a :== b =888, a b :=r = 216.
Nr kroku | r a b
1 888 | 1104 | 888
2 216 | 888 | 216
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Algorytm Euklidesa - przyktad

Znalez¢ NWD(888,1104).

Nadal b # 0, wiec r = 888 mod 216 = 24 (bo 888 = 4 - 216 + 24)
Nastepnie a := b =216, a b :=r = 24.
Nr kroku | r a b
1 888 | 1104 | 888
2 216 | 888 | 216
3 24 | 216 | 24
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Algorytm Euklidesa - przyktad
Znalez¢ NWD(888,1104). l

Nadal b # 0, wiec r =216 mod 24 =0 (bo 216 =9 - 24)
Nastepnie a:= b =24, a b:=r =0. b= 0, wiec algorytm jest
zakonczony i NWD(888,1104) = a = 24.
Nr kroku | r a b
1 888 | 1104 | 888

2 216 | 888 | 216
3 24 | 216 | 24
4 0 24 0
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Rozszerzony algorytm Euklidesa

W kryptologii bardzo przydatny bedzie tak zwany rozszerzony
algorytm Euklidesa, ktéry znajduje tak zwane wspétczynniki Bezouta,
czyli liczby x i y z ponizszego twierdzenia.

Tozsamos¢ Bezouta

Dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich a i b istnieja liczby
catkowite x i y takie, ze

ax + by = NWD(a, b).
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Rozszerzony algorytm Euklidesa

Rozszerzony algorytm Euklidesa - czes¢ |

Dane: Liczby catkowite dodatnie a, b.
Zmienne: r;, q;, x;,y; - ciagi liczb catkowitych, i-licznik petli.

ol.p:=a n:=>b,i:=1.

[I. Dopdki r; # 0 wykonuj:

la. i :=i+1.

lb. r; :=ri_o mod ri_y, qi—1 := (rica — r;)/ri-1.
Zauwazmy, ze w momencie zakonczenia dziatania tej petli
obliczyliSmy juz r,_; =NWD(a, b) i dla wszystkich k < i —1
zachodzi ry — Qxi1rki1 = Feao-
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Rozszerzony algorytm Euklidesa

Rozszerzony algorytm Euklidesa - czes¢ |l

olll.i:=i—1,x:=0,y :=1

o IV. Dopdki i > 1 wykonuj:

o IVa.i:=/i—-1.

o IVb. x; := yii1, yi '= Xit1 — QiX;.

e Rezultat: (x1, y1) s3 wspdtczynnikami Bezouta. NWD jest
obliczone wczesnie;.
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Rozszerzony algorytm Euklidesa - przykfad

Znalez¢ NWD(234,123) oraz liczby catkowite x, y takie, ze
234x + 123y = NWD(234,123).

Rozpoczynamy od podstawienia a = 234, b = 123.
Wyniki algorytmu bedziemy zapisywa¢ w ponizszej tabeli:
i rlqi | Xi | i

0 .
1 7 7 7
2 7 7 7
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Rozszerzony algorytm Euklidesa - przykfad

Znalez¢ NWD(234, 123) oraz liczby catkowite x, y takie, ze
234x + 123y = NWD(234,123).

Whpisujemy do tabeli w odpowiednie miejsca liczb a i b (i ustawiamy

licznik i = 1):
[ ri ai Xi Yi
0 | 234
1 ]123
2 ?
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Rozszerzony algorytm Euklidesa - przykfad

ri qi Xi Yi
234
123 | 7 ? ?
? ? ? ?

N~ of -

r; = r # 0, wiec kontynuujemy etap Il: i =2, 234 = 1123 + 111,
stad nb =1111 g, — L.
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Rozszerzony algorytm Euklidesa - przykfad

r; = r # 0, wiec kontynuujemy etap Il: i =2, 234 = 1123 + 111,
stad b = 1111 g; — 1.

I ri ai Xi Yi

0 | 234

1 1123| 1

2 | 111 | 7 ! !
3 7 7 7 7
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Rozszerzony algorytm Euklidesa - przykfad

[ ri qi Xj Yi
0 | 234

1 (123 1 ? ?
2 | 111

3 ?

r; = r, # 0, wiec kontynuujemy etap Il: / =3, 123 = 1111 + 12,
stad =121 o — 1.
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Rozszerzony algorytm Euklidesa - przykfad

r; = r, # 0, wiec kontynuujemy etap Il: / =3, 123 = 1111 + 12,
stad s =120 o — 1.

I rio 1 qi | Xi | Yi
0] 234

1112311 7|7
21111 | 1| 7|7
3112?27 |7
4| 7 77
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Rozszerzony algorytm Euklidesa - przykfad

i rio 1 qi | Xi|Yi
0] 234

11123177
21111 | 1| 7|7
3112?27?27
41 72 [ 217212

r; = r3 # 0, wiec kontynuujemy etap Il: i = 4, 111 = 9 - 12 + 3, stad
rp=31iqg;=09.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic4a. Teoria liczb: dzielenie catkowite i liczby p



Rozszerzony algorytm Euklidesa - przykfad

r; = r3 # 0, wiec kontynuujemy etap Il: i = 4, 111 = 9 - 12 + 3, stad

=3iq, 0
Lo g | x|y
01234
11123177
201111 (7|7
311219 7|7
41 3 TP
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Rozszerzony algorytm Euklidesa - przykfad

Lo g | x|y
0] 234

112312172
211117272
3/ 129727
4 3 ? ? ?

r; = ry # 0, wiec kontynuujemy etap Il: i =5, 12 =4-3+ 0, stad
rs=0iqg; =4
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Rozszerzony algorytm Euklidesa - przykfad

..stad 5 =01 g3 = 4. r; = 0, wiec etap Il algorytmu sie konczy.
ri_1 = rp =3 to NWD(234,123).

I rio 1 qi | Xi | Yi
0] 234

1112311 7|7
21111 | 1| 7|7
3112 9|77
41 3 4 | 7|7
51 0 - - -
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Rozszerzony algorytm Euklidesa - przykfad

W etapie Il znéw ustawiamy licznik i = 4 i wpisujemy x; = x4 = 0
oraz y; = yq = 1. Odtad poruszamy sie ,w gore tabeli".

I G 1 qi | X |Yi
234
123
111
12
3
0 | -

5
?
?
1

ORI
O V| V| v

Gl B W N—=O
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Rozszerzony algorytm Euklidesa - przykfad

Xi = Yit1, Vi ‘= Xiy1 — q4iX;.
ri | Qi | Xi| Vi
234
123
111
12
3
0 | - 1-1-
i > 1, wiec zmniejszamy licznik petli o 1 (i = 3) i obliczamy:

X3:=ys=1,y3:=x4—qsx3=0—9-1=-0.

5
?
?
1

N O
[«]IEEN]IREN] RN

Cll B W N~ O| —
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Rozszerzony algorytm Euklidesa - przykfad

..(i=3)iobliczamy: x3:=ys =1, y3:=x4—qsx3 =0—9-1=—0.
rio 1 qi | Xi | Yi
234
123
111
12
3
0 | -

MO
O | V|~V
1
(e

Gl B WN RO -
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Rozszerzony algorytm Euklidesa - przykfad

Xi ‘= Yi+1, Vi ‘= Xi+1 — qiX;.

Lol g x|
0| 234

11123177
21111 | 1| 7| 7?
311219 |1]-9
41 3 4 1011
51 0 -l -] -

i > 1, wiec zmniejszamy licznik petli o 1 (i = 2) i obliczamy:
X =y3=—9 yr:=x3—xp =1—1-(-9) = 10.
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Rozszerzony algorytm Euklidesa - przykfad

..(i = 2) i obliczamy: x; 1= y; = —9;
Y2 Z:X3—QQX2:1—1'(—9):10.

I o1 qi | Xi | Vi
0] 234
1112317 |7
211111 -9]10
3112 19| 11|-9
41 3 4 1
51 0 -] - -
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Rozszerzony algorytm Euklidesa - przykfad

Xi ‘= Yit1, Yi ‘= Xiy1 — qiX;.

i rio 1 qi | Xi | Vi
0] 234
111231177
211111 -9]10
3112 19| 11|-9
41 3 4 1
51 0 -] - -

i > 1, wiec zmniejszamy licznik petli o 1 (i = 1) i obliczamy:
x1: =y, =10; 3 :=x% —q1xy = —9—1-10 = —109.
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Rozszerzony algorytm Euklidesa - przykfad

..(i =1) i obliczamy: x; := y, = 10;
y1:=X —qg1xg =—9—-1-10= —19.

I ri | Qi | Xi | Yi
01| 234

1712311 (10]-19
21111 11|-9 10
3112191 1/|-9
4| 3 410 1

51 0 -l - -
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Rozszerzony algorytm Euklidesa - przykfad

i Ti qi | Xi Yi

01234

11123 1|10 |-19
201111 }-9] 10
311219 (11|-9
41 3 141]0 1

5/ 0 | - | - -

W tym momencie i = 1, wiec algorytm sie konczy. Z tabeli mozna
spisa¢ wyniki: NWD(234,123) = 3 oraz 234 - 10 + 123 - (—19) = 3.
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Najmniejsza wspolna wielokrotnosé

Najmniejsza wspdlna wielokrotnos¢

Najmniejsza wspdlna wielokrotnos¢ dodatnich liczb a i b (zapisywana
jako NWW(a, b)) to najmniejsza liczba dodatnia w taka, ze a|w i
blw.

Twierdzonko

Dla dodatnich liczb a, b zachodzi:
NWW (a,1) = a, NWW (a, a) = a, NWW(a, b) = NWW (b, a).

| A

Przyktady: NWW(7,8) = 56, NWW/(9,6) = 18.
Jednak dla wiekszych liczb znajdowanie NWW wymaga
systematycznego podejscia.
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Najmniejsza wspolna wielokrotnos¢ - algorytmiczne
wyznaczanie

Zaleznos¢ NWD i NWW

Dla dodatnich liczb a, b zachodzi:

a-b= NWD(a, b) - NWW(a, b).

W szczegdlnosci zachodzi: NWD(a, b) = W"(ab) i
NWW(a, b) = Wﬁa,bﬁ'

Dzieki powyzszemu twierdzeniu mozemy wyznacza¢ NWW
algorytmicznie: wystarczy wyznaczy¢ NWD(a, b) z algorytmu

Euklidesa i zastosowa¢ wzér: NWW (a, b) = gdis -
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Najmniejsza wspolna wielokrotnos$é - podzielnosé

przez wiele liczb

W rozdziale dotyczacym zliczania elementéw zbioru (kombinatoryki)
przyda si¢ twierdzenie:

Podzielno$¢ przez dwie liczby

Dla dodatnich liczb a, b zachodzi:

alc i blc & NWW/(a, b)|c.

Oczywiscie, twierdzenie to dziata réwniez dla wigkszej ilosci liczb niz
dwie.
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Liczby pierwsze - wstep

Kazda liczba a > 1 ma przynajmniej 2 dzielniki: 1 i samg siebie.
Jednak niektére z liczb s3 pod tym wzgledem wyjatkowe:

Liczba pierwsza

Liczba pierwsza to liczba naturalna posiadajaca doktadnie 2 rézne
dzielniki. Liczbe naturalng wieksza od 1 nazywamy zfozona, gdy nie
jest pierwsza.

Liczby 0 i 1 nie s3 uwazane ani za pierwsze, ani za zfozone. Zbiér
liczb pierwszych oznaczamy P.

Liczby wzglednie pierwsze

Jesli NWD(a, b) =1 to a i b nazywamy liczbami wzglednie
pierwszymi do siebie. Zapisujemy a L b.

Wzgledng pierwszos¢ mozemy sprawdzi¢ algorytmem Euklidesa.
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Liczby pierwsze - znaczenie

Liczby pierwsze s3 kluczowe dla teorii liczb, gdyz kazda liczbe mozna
roztozy¢ na iloczyn liczb pierwszych w dokfadnie jeden sposéb (z
doktadnoscia do przestawienia kolejnosci). Mozna to poréwnac do
czasteczek chemicznych, ktére moze utworzy¢ tylko jeden uktad
atoméw (cho¢ oczywiscie to poréwnanie nie jest idealne).

Rozktad (faktoryzacja) liczby catkowitej na czynniki

pierwsze

Rozktad liczby catkowitej dodatniej na czynniki pierwsze to zapisanie
jej w postaci iloczynu n = p'p3? - ... - pi, gdzie py,. .. px sa ré6znymi
liczbami pierwszymi, a as, ..., ax sa liczbami catkowitymi dodatnimi.

600 =2%.3.52=52.23.3 .
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Fundamentalne twierdzenie arytmetyki

Fundamentalne twierdzenie arytmetyki

Kazda liczba naturalna n > 1 ma jednoznaczny (z doktadnoscia do
kolejnosci mnozenia) rozktad (czyli faktoryzacje) na iloczyn liczb
pierwszych.

Najwazniejszy dla informatyki jest fakt, ze to twierdzenie nie jest w
zaden sposéb konstruktywne tj. nie méwi, jak ten rozktad mozna
wyliczy¢. Obecnie nie jest znany zaden efektywny algorytm
faktoryzujacy liczby naturalne, tzn. znajdujacy rozktad na iloczyn
liczb pierwszych, co jest sednem wspdtczesnych systemoéw
kryptologicznych i innych ,algorytméw zapadkowych”. Oczywiscie,
niektére liczby mozna roztozy¢ stosunkowo tatwo - najtrudniejsze do
roztozenia za$ s3 te, ktére sa iloczynami dwu liczb pierwszych
podobnej wielkosci - za znalezienie takich rozktadéw wiele firm
wyptaca wysokie nagrody.
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/tozonosc obliczeniowa

@ Nie jest znany algorytm mozliwy do wykonania na
nie-kwantowym sprzecie, faktoryzujacy wszystkie liczby
naturalne w czasie wielomianowym (cho¢ nie istnieje dowdd, ze
nie ma takiego).

o Na dzi$ (2024) najlepszym rezultatem dla faktoryzacji dowolnego

n jest
2
0 (e ((2)3 +o(1)> (log n)%(log log n)% )

realizowane przez algorytm GNFS z 1993 roku. Istnieje wiele
algorytméw dziatajacych w czasie ,subekspotencjalnym”, czyli
lepszym niz O((1 + ¢)") dla kazego € > 0.

@ Istnieje algorytm Shora rozktadajacy liczby naturalne w czasie
O(n®), ale wymaga wykorzystania komputeréw kwantowych.
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Testowanie pierwszosci

@ Cho¢ rozktad liczby na czynniki pierwsze jest algorytmicznie
nieosiggalny w sensownym czasie, to sprawdzenie, czy jaka$
liczba jest pierwsza jest duzo prostsze (wazne dla ,algorytméw
zapadkowych").

@ Teoretycznie najszybszy deterministyczny algorytm testujacy
pierwszos¢ liczby to algorytm AKS (Agrawala-Kayala-Saxena) z
2002 roku, ktory dziata w czasie O(log® n), gdzie n jest
sprawdzang liczbg. Jest natomiast niepraktyczny w
zastosowaniach (zajmuje bardzo duzo czasu dla liczb ,rozsadne;
wielkosci").

@ W praktyce stosowane s3 testy probabilistyczne (teoretycznie nie
dajace 100% pewnosci dla kazdego wyniku, ale albo dajace
wystarczajaca praktycznie pewnosé, albo pewne dla ,liczb
rozsadnej wielkosci" ), ale o mniejszym czasie wykonania (np.
testy Fermata, Millera-Rabina, Sollovaya-Strassena, Baille-PSW).
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Twierdzenie o liczbach pierwszych

Nie istnieje ,,najwieksza"” liczba pierwsza, gdyz zachodzi twierdzenie
(réwniez udowodnione przez Euklidesa):

Twierdzenie o liczbach pierwszych

Liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele.

Dowdd tego twierdzenia bedzie zapewne jedynym dowodem w
ramach tego kursu wymaganym na egzaminie (bo jest fadny).
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Dowdd twierdzenia o liczbach pierwszych

Twierdzenie o liczbach pierwszych

Liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele.

Dowadd nie wprost: Zaktadamy, ze liczb pierwszych jest skonczenie
wiele i s3 to: p1,...,pk- Niech n = pip>...px + 1. n jest pierwsza
lub ztozona. Jednak n nie moze by¢ pierwsza, bo jest wigksza od
kazdej z liczb p1, ..., px, a to sg wszystkie liczby pierwsze. Jesli n jest
ztozona, to ma rozktad na czynniki pierwsze i w szczegdlnosci jest
podzielna przez jakas liczbe pierwsza. Ale dla danego i, wynik
dzielenia n przez p; w liczbach catkowitych to n = p; - g + 1, gdzie
q=pip2-..Pi-1- Pit1--- Pk (iloczyn wszystkich p poza p;), wiec
reszta z tego dzielenia to 1. Dlatego, n nie jest podzielna przez zadna
liczbe pierwsza, wiec nie moze by¢ ztozona. W kazdym przypadku
zatozenie o skonczonosci zbioru liczb pierwszych prowadzi do
sprzecznos$ci, wiec musi by¢ fatszywe. QED.
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Najwieksza znana liczba pierwsza

Jako czysta ciekawostke (tak wielkie liczby nie s3 uzywane nawet w
kryptologii) podam, ze najwicksza znang (tj. taka, ktérej pierwszosé
udowodniono) liczba pierwsza (na 1 1 2025) jest 2130279841 _ 1 | jczy
sobie 41024320 cyfr w zapisie dziesietnym. Jej pierwszo$¢ udowodnit
w pazdzierniku 2024 roku Luke Durant z projektu GIMPS (Great
Internet Mersenne Prime Search).
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