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Definicja

Grafy skierowane

Grafem skierowanym lub digrafem nazywamy pare

G = (V,E), gdzie:

1) V jest zbiorem wierzchotkéw (wezféw, punktow)

2) E jest multizbiorem krawedzi skierowanych (ktére moga sie
powtarzaé), czyli elementéw V' x V.

Krawedzie skierowane na rysunkach graféw przedstawiamy jako
strzatki, a krawedzie takiego grafu domysinie zapisujemy jako pary
uporzadkowane np. (u, v). W tej sytuacji méwimy, ze krawedz (u, v)
wychodzi z wierzchotka u, a wchodzi do wierzchotka v.

Jesli w rysunku grafu skierowanego krawedz miedzy wierzchotkami U
i V nie ma zaznaczonej strzatki, oznacza to istnienie krawedzi
skierowanych (U, V) i (V, U).
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Naturalne zastosowania

Drogi jednokierunkowe (w miastach, w obwodach elektrycznych,
w wodociagach).

@ Drogi z czasami przejazdu.

@ Kroki procedury z kosztem wykonania.
@ tacza z przepustowosciami.

o Sita oddziatywan miedzyczasteczkowych.
o WielkoSci przeptywéw ekonomicznych.

e Prawdopodobienstwo przejscia z jednego stanu do innego (np.
tancuchy Markowa w dynamice liniowej, wyszukiwarki
internetowe).
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Graf podstawowy

Graf podstawowy graféw po
prawe;j.

Graf podstawowy

Grafem podstawowym grafu skierowanego lub z wagami nazywamy
graf nieskierowany o tych samych wierzchotkach i krawedziach, przy
czym w opisie krawedzi pomijamy ich kierunek i wage.
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Zaleznos¢ poje¢ dotyczacych graféw skierowanych i

nieskierowanych

Warto zauwazy¢, ze w wiekszosci zagadnien mozna interpretowac
graf nieskierowany jako multigraf skierowany w ktérym kazda krawedz
nieskierowang UV zastepujemy dwiema krawedziami (U,V) i (V,U)
skierowanymi w przeciwne strony (nie jest to réwnowazne z
zalezno$ciag pomiedzy grafem skierowanym i jego grafem
podstawowym.

Na kolejnych slajdach oméwimy lub przypomnimy jak pojecia
zdefiniowane dla graféw nieskierowanych przenoszj sie na grafy
skierowane.

Sasiedztwo wierzchotkéw i incydencja krawedzi z wierzchotkami w
grafach skierowanych i z wagami sg réwnowazne s3gsiedztwu
wierzchotkéw i incydencji krawedzi w ich grafie podstawowym. Z kolei
izomorfizm graféw skierowanych wymaga zachowania kierunkéw
krawedzi, a izomorfizm graféw z wagami wymaga zachowania wag.
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Zaleznos¢ poje¢ dotyczacych graféw skierowanych i

nieskierowanych

Definicje petli, krawedzi wielokrotnej, grafu prostego, podgrafu, sa
identyczne dla grafu skierowanego i jego grafu podstawowego (z
uwzglednieniem kierunku).

Drogi, ich dtugosci, drogi zamkniete, proste, grafy acykliczne i cykle
definiujemy tak samo jak dla graféw nieskierowanych, ale kolejne
krawedzie musza by¢ zgodne z kierunkiem krawedzi grafu
skierowanego.

Zamiast ogdlnego stopnia wierzchotka, czesciej przydatne s3 stopnie
wejsciowe i wyjsciowe.
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Stopnie wierzchotkéw w grafie skierowanym

Stopien wierzchotka

Stopniem wyjsciowym v
nazywamy liczbe deg™ v,
oznaczajacy liczbe krawedzi
wychodzacych z v. Stopniem
wejSciowym v nazywamy liczbe
deg™ v, oznaczajaca liczbe
krawedzi wchodzacych do v.
Generalnie,

deg™ v +deg” v =degv.

Przy kazdym wierzchotku
zapisano jego stopnie: z plusem
wyjsciowy, z minusem
wejsciowy. Na przyktad

/ degt A=2 deg  A=1.
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Lemat o usciskach dtoni dla graféw skierowanych

Lemat o usciskach dtoni dla graféw skierowanych

Dla grafu skierowanego G = (V/, E) zachodzi:

> degtv=> deg v =|E|

vev veV
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Twierdzenie Eulera dla graféw skierowanych

Jak twierdzenie Eulera wyglada dla graféw skierowanych?

Twierdzenie Eulera dla graféw skierowanych

Niech graf skierowany G bedzie spéjny (gdy go potraktujemy jako
graf nieskierowany). Skierowana droga zamknieta w grafie G,

przechodzaca przez jego wszystkie krawedzie istnieje wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego wierzchotka v zachodzi deg™ v = deg™ v.

Algorytm do tego twierdzenia mozna opracowaé we wtasnym zakresie
na podstawie algorytmu Fleury'ego.
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Spéjnosc i grafy skierowane

(&) (B)
©

(D) ()

Méwimy, ze graf skierowany jest spéjny wtedy i tylko wtedy gdy
spojny jest jego graf podstawowy. W tym sensie graf powyzszy jest
spojny.

Mosty i przeguby grafu skierowanego to réwniez mosty i przeguby
grafu podstawowego.
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Spéjnosc i grafy skierowane

() |i (3) |i
(K—® (K—©
Graf skierowany jest silnie spéjny jesli istnieje droga z kazdego

wierzchotka do kazdego innego. Graf po lewej jest silnie spdjny, graf

po prawej nie (bo np. nie ma drogi z wierzchotka C do wierzchotka
E).
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Pojecia ostatnich rozdziatéow dla graféw

skierowanych

Definicja cyklu Hamiltona dla graféw skierowanych musi uwzgledniaé
kierunki krawedzi (i rozstrzyganie o istnieniu tego cyklu jest réwnie
trudne jak dla graféw nieskierowanych).

Dwudzielno$¢, skojarzenia, liczba i indeks chromatyczny dla graféw
skierowanych sg zdefiniowane tak samo jak dla ich graféw
podstawowych.

Algorytmy przeszukiwania dziatajg na grafach skierowanych podobnie
jak dla nieskierowanych. Za chwile pokazemy zastosowanie
przeszukiwania w gtab do szczegdlnego ponumerowania wierzchotkéw
grafu.
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Zrédto i ujécie

Zrédio i ujécie

Wierzchotek grafu skierowanego nazywamy zZrédtem, jesli nie jest
koncem zadnej krawedzi (nie prowadzi do niego zadna strzatka).
Wierzchotek grafu skierowanego nazywamy ujsciem, jesli nie jest
poczatkiem zadnej krawedzi (nie wychodzi z niego zadna strzatka).
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Zrédto i ujécie

W przysztosci, przy badaniu sieci zdarzen, przyda nam sie pewne
twierdzenie i dwa algorytmy.

Zrédto i ujécie w grafie acyklicznym

Kazdy skonczony acykliczny graf skierowany ma co najmniej jedno
zrédto i jedno ujscie.
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Algorytm znajdowania zrédta

Pomocniczo skonstruujemy algorytm znajdowania zrédta w grafie
acyklicznym (podobnie znajdziemy ujscie).

Algorytm ZRODtO

Dane: Skonczony acykliczny graf skierowany G
Zmienne: SOURCE(G) - wierzchotek.

o |. Wybierz dowolny wierzchotek v € V(G). SOURCE(G) := v.

o Il. Dopéki {u € V(G) : (u, SOURCE(G)) € E(G)} # 0
wykonuj:

o II.1 Wybierz dowolne w € {u € V(G) : (u,v) € E(G)};
SOURCE(G) :=w,

@ Po zatrzymaniu algorytmu SOURCE(G) jest zrédtem
(niekoniecznie jedynym).

Ztozonos$¢ obliczeniowa: O(|V(G)|).
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Zrédta i ujécia

W powyzszym grafie A,C i H s3 zrédtami, a B i G - ujsciami.
Algorytm ZRODY.O rozpoczety w wierzchotku E, znajdzie najpierw
wierzchotek D, a w drugim obiegu petli zakonczy sie albo w
wierzchotku A, albo w wierzchotku H, znajdujac jakies zrédto.
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Etykietowanie uporzadkowane

Algorytm ZRODY.O pomoze nam znalez¢ etykietowanie
uporzadkowane dla graféw acyklicznych.

Etykietowanie uporzadkowane

Etykietowaniem uporzadkowanym nazywamy takie ponumerowanie
wierzchotkéw grafu skierowanego liczbami od 1 do n = |V/(G)|, ze
jesli istnieje droga z wierzchotka i do wierzchotka j to i < j.

Czasami etykietowanie uporzadkowane definiuje sie na odwrét (i > j
jesli istnieje droga z i do j). W naszej wersji, numer 1 bedzie mie¢
jakie$ zrédto grafu, numer n - jakie$ ujscie i generalnie,
przemieszczajac si¢ wzdtuz krawedzi grafu skierowanego, trafiamy na
coraz wyzsze numery etykietowania uporzadkowanego.

Etykietowanie uporzadkowane nie zawsze istnieje, a jesli istnieje to
zazwyczaj jest wiecej niz jedno.
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Etykietowanie uporzadkowane

Oczywiscie, jesli graf skierowany miaty cykl, nie datoby sie go
poetykietowaé w sposéb uporzadkowany. Istniataby wtedy droga z
pewnego wierzchotka v z powrotem do samego siebie (cykl), co by
oznaczato, ze etykieta v jest silnie wieksza niz etykieta v
(sprzeczno$¢). Natomiast:

Istnienie etykietowania uporzadkowanego

Kazdy skonczony acykliczny graf skierowany ma etykietowanie
uporzadkowane.

Co wiecej, istnieje prosty algorytm (o ztozonoéci O(n?)) realizujacy
to etykietowanie, ktéry za chwile przedstawimy.
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Algorytm numerowania wierzchotkéw

Algorytm NUMEROWANIE

Dane: Skonczony acykliczny graf skierowany G = (V(G), E(G)) o n
wierzchotkach
Zmienne: V - zbiér wierzchotkéw, E - zbidr krawedzi.

o . V:=V(G) E:=E(G).

o Il. Dopdki V # () wykonuj:

o I1.1 Dla grafu H = (V, E) wykonujemy ZRODtO(H).

o 1.2 Wierzchotkowi ZRODtO(H) nadajemy numer n — [V/| +1 .
o 1.3 ZRODtO(H) usuwamy z V, a krawedzie wychodzace z

ZRODt.O(H) usuwamy z E.

Ztozono$¢ obliczeniowa: O(n?).
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Algorytm NUMEROWANIE - przyktad

Sprébujemy zastosowac algorytm numerowania zgodnego z
etykietowaniem uporzadkowanym dla powyzszego grafu, ktéry
oznaczamy G. W tym grafie n =8 i |V| = 8. W pierwszym kroku
algorytmu G=H (pogrubienie by odrézni¢ graf od wierzchotka), wiec
zaczynamy od wykonania na nim algorytmu ZROD+t.O. Poniewaz nie
mamy zadnych wskazéwek co do jego wykonywania rozpoczniemy od
wykonywanie ZRODY A od wierzchotka A (alfabetycznie).
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Algorytm NUMEROWANIE - przyktad

Szukamy ,,poprzednikéw” A, czyli wierzchotkéw z ktérych krawedzie
prowadza do A. Nie ma takich wierzchotkédw, wiec algorytm
ZRODLO sie w tym miejscu koficzy z wynikiem ZRODtO(H)=A.
Zatem przypisujemy wierzchotkowi A etykiete
n—|V|+1=8-8+1=1iusuwamy z grafu H wierzchotek A oraz
krawedzie z niego prowadzace: (A,B) i (A,D).

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic4a. Podstawowe pojecia graféw skierowanych 21/35



Algorytm NUMEROWANIE - przyktad

Dla nowego grafu H (powyzej), |V| = 7, zndw wykonujemy algorytm
ZRODY.O. Poniewaz nie mamy zadnych wskazéwek co do jego
wykonywania rozpoczniemy od wykonywanie ZRODLA od
wierzchotka B (alfabetycznie).
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Algorytm NUMEROWANIE - przyktad

Szukamy ,,poprzednikéw” B, czyli wierzchotkéw z ktérych krawedzie
prowadza do B. Sa trzy takie wierzchotki (C,E i F). Zatem nie
konczymy algorytmu lecz przechodzimy do jednego z tych
wierzchotkéw (alfabetycznie: C) i dla niego wykonujemy kolejny krok
algorytmu ZRODY.O.
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Algorytm NUMEROWANIE - przyktad

Szukamy ,,poprzednikéw” C, czyli wierzchotkéw z ktérych krawedzie
prowadzg do C. Nie ma takich wierzchotkéw, wigc algorytm
ZRODLO sie w tym miejscu koficzy z wynikiem ZRODEO(H)=C.
Zatem przypisujemy wierzchotkowi C etykiete
n—|V|+1=8—-7+1=2iusuwamy z grafu H wierzchotek C oraz
krawedz z niego prowadzaca: (C,B).
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Algorytm NUMEROWANIE - przyktad

Dla nowego grafu H (powyzej), |V| = 6, zndw wykonujemy algorytm
ZRODY.O. Poniewaz nie mamy zadnych wskazéwek co do jego
wykonywania rozpoczniemy od wykonywanie ZRODLA od
wierzchotka B (alfabetycznie).
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Algorytm NUMEROWANIE - przyktad

Szukamy ,,poprzednikéw” B, czyli wierzchotkéw z ktérych krawedzie
prowadza do B. Sa dwa takie wierzchotki (E i F). Zatem nie
konczymy algorytmu lecz przechodzimy do jednego z tych
wierzchotkéw (alfabetycznie: E) i dla niego wykonujemy kolejny krok
algorytmu ZRODL.O.
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Algorytm NUMEROWANIE - przyktad

Szukamy ,,poprzednikéw” E, czyli wierzchotkéw z ktérych krawedzie
prowadza do E. Jest jeden taki wierzchotek (D). Zatem nie koriczymy
algorytmu lecz przechodzimy do wierzchotka D i dla niego
wykonujemy kolejny krok algorytmu ZRODLO.
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Algorytm NUMEROWANIE - przyktad

Szukamy ,,poprzednikéw” D, czyli wierzchotkéw z ktérych krawedzie
prowadza do D. Jest jeden taki wierzchotek (H). Zatem nie koficzymy
algorytmu lecz przechodzimy do wierzchotka H i dla niego
wykonujemy kolejny krok algorytmu ZRODLO.
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Algorytm NUMEROWANIE - przyktad

Szukamy ,,poprzednikéw” H, czyli wierzchotkéw z ktérych krawedzie
prowadza do H. Nie ma takich wierzchotkéw, wiec algorytm
ZRODLO sie w tym miejscu koficzy z wynikiem ZRODLO(H)=H.
Zatem przypisujemy wierzchotkowi H etykiete
n—|V|+1=8—-6+1=3iusuwamy z grafu H wierzchotek H oraz
krawedzie z niego prowadzace: (H,D) i (H,F).
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Algorytm NUMEROWANIE - przyktad

Dla nowego grafu H (powyzej), |V| = 5, zndw wykonujemy algorytm
ZRODY.O. Poniewaz nie mamy zadnych wskazéwek co do jego
wykonywania rozpoczniemy od wykonywanie ZRODLA od
wierzchotka B (alfabetycznie).
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Algorytm NUMEROWANIE - przyktad

Powtarzajac te sama procedure otrzymujemy ZRODtO(H)=D.
Zatem przypisujemy wierzchotkowi D etykiete
n—|V|+1=8-5+1=4iusuwamy z grafu H wierzchotek D oraz
krawedz: (D,E).
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Algorytm NUMEROWANIE - przyktad

W ten sam sposéb kolejne etykiety otrzymaja E-5, F-6, B-7 i G-8.
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Algorytm NUMEROWANIE - przyktad

Ostatecznie wynikiem algorytmu jest ponizsza tabelka etykiet:
wierzchotek | A/ B|C|D|E|F|G|H
etykieta 117]2|4|5|6[8]3
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Algorytm NUMEROWANIE - przyktad

Oczywiscie, nie jest to jedyne numerowanie badace etykietowaniem
uporzadkowanym. Inaczej wybierajac wierzchotki podczas
wykonywania algorytmu mozemy uzyska¢ inne, na przyktad
wierzchotek [A|B|C|D|E|F|G|H
etykieta 2863|5741
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Algorytm NUMEROWANIE - przyktad

Zauwazmy, ze w jakkolwiek kazde etykietowanie uporzadkowane
przypisze najnizszy numer (1) jakiemu$ zrédtu, a najwyzszy (tutaj 8)
jakiemus$ ujsciu, nie oznacza to (jak w przykfadzie powyzej), ze
najnizsze numery naleza do zrédet, a najwyzsze do ujs¢. W
powyzszym przyktadzie etykietowania uporzadkowanego jedno z ujéé
(G) ma nawet nizszy numer niz jedno ze zrédet (C). Jest to mozliwe,
gdyz nie taczy ich zadna droga.
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