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Siec jest to graf skierowany z nieujemnymi wagami (funkcja wag jest
w tym wypadku zwana przepustowosciag sieci) oraz dwoma
wyréznionymi wierzchotkami, ktére s3 odpowiednio nazywane
zrédtem i ujsciem sieci.

Przyktady
e Wodociagi.
e Sie¢ komputerowa.
@ Sie¢ kolejowa lub drogowa.
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Przyktadowa sie¢

A jest zrédtem, a G - ujéciem sieci.

W takiej sieci podstawowe jest pytanie: przy danej przepustowosci
taczy, ile mozna przestaé (wody, danych, towaréw) od zrédta do
ujécia (w jednostce czasu)?
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Przeptyw

Przeptyw

Przeptyw sieci (V,E) z przepustowoscia ¢ to funkcja f : E — [0, 00)
spetniajaca warunki:

1) 0 < f(v,w) < ¢(v, w) dla kazdej krawedzi (v, w) (tj. przeptyw
wzdtuz krawedzi nie przekracza jej przepustowosci).

2) ZXEV,(X,V)EE f(X7 V) = ZXEV,(V,X)EE f(V7X) dla kazdego
wierzchotka v poza zrédtem s i ujSciem t. Réwno$¢ ta oznacza, ze
sumaryczna wartos¢ tego, co wptywa do wierzchotka jest réwna
sumarycznej wartosci tego, co zen wyptywa.

3) Xxev(f(s,x) = f(x,5)) = Lyev(f(x, ) — f(t, x)) tzn.
sumaryczna warto$¢ tego, co wyptywa ze zrédta musi by¢ réwna
sumarycznej wartosci tego, co wptywa do ujécia. Wartosé¢ ta bedzie
okreslana wartoscig przeptywu f.
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Przeptyw

Intuicyjnie, przeptyw to przyporzadkowanie kazdej krawedzi sieci
wartosci tego, co przez nig przeptywa. Oczywiscie, nie moze by¢ ona
wieksza od przepustowosci krawedzi (bo by sie nie zmiescito w
Jrurze”" - notujemy to jako a/b gdzie a jest przeptywem przez
krawedz, a b jej przepustowoscia), nic nie moze zatrzymywac sie w
wierzchotkach réznych od zrédta i ujscia (bo ,woda" by sie
spietrzata) i tyle ,wody” wchodzi do uktadu przez zrédto, co uchodzi
przez ,ujscie” (bo inaczej ilos¢ ,wody" w sieci by sie zmieniata).

Przeptyw o wartosci 3 z A do G (uwaga - pozornie z A wychodzi 4!).
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Przeptyw

Zazwyczaj w tego typu sytuacjach poszukujemy przeptywu
maksymalnego, czyli takiego, zeby jego warto$¢ byta najwieksza z
mozliwych. Oczywiscie, przeptyw przedstawiony powyzej nie jest
maksymalny: mozna go zwiekszy¢ np. kierujac kolejna jednostke wody
z Ado D i dalej przez F do ujscia. Wartos¢ maksymalnego przeptywu
jest w tym przypadku na pewno nie wieksza od 6 (bo tyle wynosi
suma przepustowosci krawedzi wychodzacych ze zrédta, mimo, ze
suma przepustowosci krawedzi wpadajacych do ujécia wynosi 10).
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Sie¢ residualna

Sie¢ residualna

Siecig residualng dla sieci G = (V, E) z przepustowoscia ¢ i
przeptywem f, nazywamy sie¢ G = (V/, E;), gdzie E; jest
zdefiniowane nastepujaco:

Ef = {(u,v) € VxV:c(u,v) >0},

gdzie cr(u, v) oznacza tzw. przepustowosc residualng dla krawedzi
(u,v). Ta natomiast jest dana wzorem:

cr(u, v) = c(u,v) — f(u, v),
gdzie: jesli (u,v) ¢ E to c(u,v) =0, oraz f(v,u) = —a, gdy

f(u,v) = a. Krawedzie nalezace do Ef, nazywa sie krawedziami
residualnymi.
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Sie¢ residualna

Bardziej intuicyjnie, przepustowos¢ residualna dla pewnej krawedzi
(u, v), oznacza, o ile mozna zwiekszyC przeptyw przez nig, tak
jednak, aby nie przekroczyt on jej przepustowosci. Do sieci residualnej
natomiast naleza te krawedzie, przez ktére przeptyw mozna
zwiekszy¢. Przyktadowo, jesli miedzy wierzchotkami sieci u i v jest
krawedz o przepustowos$ci 5, na ktérej zdefiniowano przeptyw o
wartosci 2, to krawedz ta jest krawedzig residualng o przepustowosci
residualnej 3. Jesli przez te sama krawedz przepuszczono by przeptyw
o wartosci 5, ta krawedz przestataby naleze¢ do sieci residualnej (bo
juz nic wiecej nie da sie tamtedy przecisnac).
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SieC residualna - powstawanie nowych krawedzi

Mniej intuicyjne, ale wazne jest to, ze moga sie w sieci residualnej
pojawi¢ krawedzie, ktérych nie byto w sieci wyjsciowej. Wréémy do
przyktadu: miedzy wierzchotkami sieci u i v jest krawedz o
przepustowosci 5, na ktérej zdefiniowano przeptyw o wartosci 2.
Wtedy, poza krawedzia (u, v) o przepustowosci 3 pojawi sie w sieci
residualnej krawedz (v, u) o przepustowosci 2, symbolizujaca
mozliwos¢ ,cofnigcia” przeptywu o wartosci 2 przez te krawedz.
Dzieki temu, mozna ,,poprawiac¢” na sieci residualnej przeptyw, ktéry
chwilowo ,,poptynie” nieoptymalng Sciezka.
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Sie¢ residualna - przyktad

Na gérze przeptyw, na dole odpowiadajaca mu siec residualna. Dzieki
niej mozna szukaé kolejnych drég zwiekszania przeptywu ze zrédta do
ujscia.
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Sciezka powiekszajaca

Sciezka powiekszajaca

Sciezkg powiekszajaca dla sieci G z przeptywem f nazywamy dowolng
droge ze zrddta do ujscia w sieci residualnej dla G. Przepustowos¢
residualna sciezki powigkszajacej p, dla sieci G, okreslamy wzorem:

cr(p) = min{cr(u, v) : (u,v) € p}.

Innymi stowy, Sciezka powiekszajaca to droga wzdtuz ktérej mozna
zwiekszy¢ przeptyw, a przepustowos¢ residualna Sciezki jest to
warto$¢, o jaka maksymalnie mozna zwigkszy¢ przeptyw przez
wszystkie krawedzie nalezace do $ciezki p.
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Sciezka powiekszajaca - przykfad

W tej sieci residualnej, $ciezka powiekszajaca jest zaznaczona na
czerwono. Jej przepustowos¢ residualna wynosi 2, gdyz jest to
najmniejsza z przepustowosci residualnych wszystkich krawedzi tej
Sciezki.
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Wyznaczanie maksymalnego przeptywu

Algorytmy wyznaczania maksymalnego przeptywu opieraja sie na tzw.
metodzie Forda-Fulkersona, czyli na stopniowym zwiekszaniu
przeptywu wzdtuz kazdej drogi prostej od zrédta do ujscia. Sednem
kazdej takiej operacji jest warunek: jesli istnieje Sciezka
powiekszajaca, zwieksz maksymalnie przeptyw wzdtuz tej Sciezki.
Jako przyktad, pokazemy jeden (nie najszybszy, ale najprostszy) ze
sposobdéw wyznaczania maksymalnego przeptywu: algorytm
Edmondsa-Karpa. Jego idea jest znajdowanie w kazdym kroku
najkrétszej (pod wzgledem liczby krawedzi) $ciezki powiekszajace;.
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Algorytm Edmondsa-Karpa - czesé |

Algorytm Edmondsa-Karpa

Dane: Sie¢ (V, E) z wyréznionym zrédtem s € V i ujsciem t € V, z
funkcja przepustowosci c.
Zmienne: funkcja przeptywu f : VXV - R, r: VxV — R -
funkcja przepustowosci residualnej, p - droga prosta w sieci, a-liczba.
o |. Dla kazdej pary (u,v) € V x V, f(u,v) =0,
r(u,v) :=c(u,v), gdy (u,v) € E oraz r(u,v) :=0w
przeciwnym wypadku. {w kazdym momencie bedzie
r(u,v) = c(u,v) — f(u,v), gdy (u,v) € E}
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Algorytm Edmondsa-Karpa - czesé ||

Algorytm Edmondsa-Karpa

o |l. Dopdki istnieje jakakolwiek Sciezka powiekszajaca wykonuj:

o |l.1.Znajdz najkrétsza ze wzgledu na liczbe krawedzi Sciezke
powiekszajaca (np. z algorytmu przeszukiwania wszerz). Oznacz
te najkrétsza Sciezke powiekszajaca przez p.

e 11.2. a:=min{r(u, v) : (u,v) nalezy do p}.

o 11.3. Dla kazdej krawedzi (u, v) nalezacej do p wykonaj:
f(u,v):=f(u,v)+a, f(v,u) :=f(v,u) — a,

r(u,v) :=r(u,v) —a, r(v,u) :==r(v,u) + a.

@ Rezultat: Funkcja zadana przez f na zbiorze E jest funkcja

przeptywu o maksymalnej wartosci dla sieci (V, E).
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Algorytm Edmondsa-Karpa - wstepne uwagi

W trakcie wykonywania tego algorytmu, moga sie pojawi¢ mozliwosci
tworzenia ,,przeptywéw ujemnych” tj. wybierania $ciezek
powiekszajacych w sieciach residualnych zawierajacych krawedzie,
ktérych w oryginalnej sieci nie byto. To nic nie przeszkadza - wynik
dziatania algorytmu i tak bedzie dobry.

Algorytm ten mozna przerobi¢ tak, by rozwigzywat tez sytuacje z
wieloma zrédtami i ujéciami. Wystarczy do sieci dotozy¢ jedno
»superzrédto” i jedno ,superujscie” oraz krawedzie o nieskonczone;j
przepustowosci faczace je odpowiednio z wszystkimi zrédtami i
wszystkimi ujéciami, a po przejsciu algorytmu Edmondsa-Karpa
usunaé te ,dodatki”.
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Algorytm Edmondsa-Karpa - przyktad

Sprébujemy zastosowac algorytm Edmondsa-Karpa dla powyzszej
sieci ze zrédtem A i ujsciem G. Przedstawie tutaj sposéb
postepowania przyjety w ramach tego kursu - obowigzujacy na
sprawdzianie/egzaminie. W kazdym kroku wybieramy Sciezke
powiekszajaca i sprawdzamy jej przepustowos¢ residualng.
Dziatanie algorytmu zapisujemy w takiej tabeli:

Nr | Sciezka powiekszajaca | przepustowos¢ Sciezki | alternatywy

1

2
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Algorytm Edmondsa-Karpa - krok 1

W pierwszym kroku siecig residualng jest po prostu zadana sieé.
Mozemy wybraé jedna z 3 minimalnych $ciezek powiekszajacych:
ABEG, ADEG i ADFG - wszystkie sa ztozone z 3 krawedzi.

Nie mozemy wybraé sciezki np. ABCDFG, bo nie jest ona najkrétsza
pod wzgledem liczby krawedzi.
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Algorytm Edmondsa-Karpa - krok 1

Zatézmy, ze wybieramy $ciezke ADEG.

Teraz musimy zmierzy¢ jej przepustowo$¢ residualng - bedzie to
przepustowo$¢ residualna ,najwezszej” z jej krawedzi. Krawedz EG
ma przepustowos$¢ 1, wiec taka jest tez przepustowosé catej Sciezki.
Wyniki 1 kroku zapisujemy w takiej tabeli:

Nr | Sciezka powiekszajaca | przepustowos¢ Sciezki | alternatywy
1 ADEG 1 ADFG,ABEG
2
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Algorytm Edmondsa-Karpa - krok 1

Przeptyw z zaznaczong ostatnig zmiang w tym momencie wyglada
tak:
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Algorytm Edmondsa-Karpa - krok 2




Algorytm Edmondsa-Karpa - krok 2

Zapisujemy zatem w tabeli nasz wybér Sciezki ADFG, jej
przepustowos¢ residualng (ktéra wynosi 2 ze wzgledu na uzycie
krawedzi AD) i fakt, ze w tym kroku nie mieliémy wyboru.
Nr | Sciezka powiekszajaca | przepustowos¢ Sciezki | alternatywy
1 ADEG 1 ADFG,ABEG
2 ADFG 2 -
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Algorytm Edmondsa-Karpa - krok 2

Aktualizujemy tez przeptyw z wersji gérnej do dolnej (przez dodanie 2
wzdtuz ADFG):
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Algorytm Edmondsa-Karpa - krok 2




Algorytm Edmondsa-Karpa - krok 3




Algorytm Edmondsa-Karpa - krok 3

Tym razem mamy dwie do wyboru. Na przyktad wybieramy ABCDFG:
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Algorytm Edmondsa-Karpa - krok 3

Zapisujemy zatem w tabeli nasz wybor Sciezki, jej przepustowos¢
residualng (ktéra wynosi 1 ze wzgledu na krawedz CD) i mozliwy
alternatywny wybor.
Nr | Sciezka powiekszajaca | przepustowos$¢ Sciezki | alternatywy
3 ABCDFG 1 ABEDFG
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Algorytm Edmondsa-Karpa - krok 3

Aktualizujemy tez przeptyw z wersji gérnej do dolnej (przez dodanie 1
wzdtuz ABCDFG):
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Algorytm Edmondsa-Karpa - krok 3




Algorytm Edmondsa-Karpa - krok 4
(B)




Algorytm Edmondsa-Karpa - krok 4
(8)

Tym razem znéw nie mamy wyboru, ale ciekawe jest, ze ta Sciezka
(ABEDFG) nie istnieje w wyjciowe;j sieci, bo krawedz DE jest
skierowana w przeciwng strong niz w tej Sciezce.
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Algorytm Edmondsa-Karpa - krok 4

Uzycie tej ,wirtualnej” krawedzi ED w algorytmie symbolizuje
wycofanie sie z wykorzystania krawedzi DE w ostatecznym
przeptywie. Zapisujemy w tabeli nasz wybor Sciezki, jej przepustowosé
residualng (ktéra wynosi 1 ze wzgledu na krawedz BE) i brak wyboru

w tym kroku.
Nr | Sciezka powiekszajaca | przepustowos¢ Sciezki | alternatywy
4 ABEDFG 1 -
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Algorytm Edmondsa-Karpa - krok 4

Aktualizujemy tez przeptyw z wersji gérnej do dolnej (przez dodanie 1
wzdtuz ABEDFG, co w wypadku krawedzi DE sprowadza sie do
odjecia jednostki przeptywu):
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Algorytm Edmondsa-Karpa - krok 4
(B)




Algorytm Edmondsa-Karpa - zakonczenie

Zauwazmy, ze w tej nowej sieci residualnej nie da sie juz znalez¢
nowej Sciezki powiekszajacej z A do G.
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Algorytm Edmondsa-Karpa - zakonczenie

Zauwazmy, ze w tej nowej sieci residualnej nie da sie juz znalez¢
nowej Sciezki powiekszajacej z A do G. W szczegélnosci, nie da sie
przej$¢ z czesci nad czerwong kreska do czesci pod nia.
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Algorytm Edmondsa-Karpa - zakonczenie

Rozwigzaniem zadania jest zatem przeptyw maksymalny:
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Algorytm Edmondsa-Karpa - zakonczenie

...oraz tabela dziatania algorytmu:

Nr | Sciezka powiekszajaca | przepustowos¢ Sciezki | alternatywy
1 ADEG 1 ADFG,ABEG
2 ADFG 2 -

3 ABCDFG 1 ABEDFG
4 ABEDFG 1 -

Powinnismy podac tez wartos¢ maksymalnego przeptywu. Mozemy
odczytal ja z wykresu (sprawdzajac ile ,wody” wyptywa ze zrédta lub
wptywa do ujscia), albo po prostu doda¢ liczby z 3 kolumny tabeli
dziatania algorytmu.Tak, czy inaczej, wychodzi 5.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic 3d. Sieci i przeptywy 39/49



Algorytm Edmondsa-Karpa - uwagi koncowe

@ Podsumowujac, rozwigzaniem zadania na zastosowanie
algorytmu Edmondsa-Karpa jest: narysowanie grafu
przedstwiajacego przeptyw maksymalny, tabeli dziatania
algorytmu i podanie wartosci maksymalnego przeptywu. Dobrym
zwyczajem, pomagajacym uchroni¢ sie od btedéw (szczegdlnie
pominiecia mozliwych Sciezek powiekszajacych), jest narysowanie
dodatkowo ostatniej postaci sieci residualnej.

Zapis alternatyw w tabeli jest konieczny dla wykazania
znajomosci algorytmu.

Czas dziatania algorytmu Edmondsa-Karpa (z uwzglednieniem
algorytmu przeszukiwania wszerz) to teoretycznie O(|V/||E|?) dla
sieci G = (V, E), aczkolwiek to jest bardzo pesymistyczne
oszacowanie (osiggane jedynie dla bardzo szczegdlnych sieci).
Zazwyczaj dziata szybciej.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic 3d. Sieci i przeptywy 40 /49



/astosowanie

O S
@ ®

Ciekawym zastosowaniem wyznaczania przeptywu maksymalnego w
sieci jest wyznaczanie skojarzenia petnego (a dokfadniej:
najwiekszego skojarzenia) w grafie dwudzielnym. Przypomnijmy, ze
graf dwudzielny G = (V4 U V5, E) to taki, ktérego wierzchotki da sie
podzieli¢ na dwa zbiory, wewnatrz ktérych nie ma krawedzi grafu.
Tutaj: Vi = {A,B,C}, Vo ={D,E,F}.
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Skojarzenie petne - przypomnienie

Skojarzenie to dobdr wierzchotkdéw w pary roztaczne.

Skojarzenie

Skojarzenie w grafie G = (V, E) to podzbidr krawedzi M C E(G), w
ktérym zadne dwie vy v,, uyup € M nie s3 incydentne z tym samym
wierzchotkiem (czyli M to zbidr roztacznych par elementéw
potaczonych krawedziami).

W szczegdlnosci w grafie dwudzielnym konce krawedzi nalezacych do
skojarzenia naleza do réznych zbioréw Vi i V5.

Skojarzenie petne

Skojarzenie petne zbioru Vi w grafie dwudzielnym G = (V; U V5, E)
to skojarzenie, w ktérym kazdy wierzchotek z V; jest skojarzony.
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Skojarzenie najwieksze

Pomocniczo wprowadzamy dodatkowe pojecie:

Skojarzenie najwigksze

Skojarzeniem najwiekszym zbioru Vi w grafie dwudzielnym
G = (V1 U V,, E) nazywamy takie skojarzenie, ktére zawiera
najwiecej krawedzi ze wszystkich skojarzen.

Graf moze zawieraé wiecej niz jedno skojarzenie najwieksze.

Kazde skojarzenie petne jest skojarzeniem najwiekszym, gdyz zawiera
tyle samo elementéw (ma te sama moc) co zbiér V. Jedli skojarzenie
najwieksze nie jest skojarzeniem petnym (zawiera mniej elementéw
niz zbiér Vi) to skojarzenie petne nie istnieje.
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Algorytm wyznaczania skojarzenia najwiekszego

Skojarzenie najwigksze
Dane: Graf dwudzielny G = (V4 U V5, E).

o |. Z grafu G stworz graf skierowany G’ = (V’, E’) z wagami,
V' =V U{Z, U}, E sktada sie ze zbioru krawedzi E,
skierowanych od V; do V5, krawedzi prowadzacych od Z
(zrédta) do wszystkich wierzchotkéw z V4 oraz krawedzi
prowadzacych od wszystkich wierzchotkéw z V5, do U (ujscia).
Wszystkie krawedzie w G" maja wage 1.

o Il. Dla grafu G’ wyznaczy¢ przeptyw maksymalny na przyktad
algotytmem Edmondsa-Karpa.

@ Rezultat: Warto$¢ przeptywu w grafie G to moc skojarzenia
najwiekszego, naleza do niego te krawedzie pomiedzy
wierzchotkami z V4 i V5 na ktérych przeptyw maksymalny jest
niezerowy.

vy
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Algorytm skojarzenia najwiekszego - przyktad

Q‘Q
O—A— (=)
(S ()

Przeprowadzimy algorytm wyznaczania najwiekszego skojarzenia dla
powyzszego grafu G, gdzie V; = {A,B,C}, Vo ={D,E,F}. W
pierwszym kroku algorytmu generujemy graf G’ przez skierowanie
wszystkich istniejacych krawedzi od V; do V5, dodanie wierzchotka Z
i poprowadzenie od niego krawedzi do wszystkich wierzchotkéw z Vi,
dodanie wierzchotka U i poprowadzenie do niego krawedzi od
wszystkich wierzchotkéw z V, oraz nadanie wszystkim krawedziom
wagi 1.
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Algorytm skojarzenia najwiekszego - przyktad

Powyzej graf G'. Wykonujemy dla niego algorytm Edmondsa-Karpa
(¢wiczenie, przyktadowe rozwigzanie na nastepnej stronie).
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Algorytm skojarzenia najwiekszego - przyktad

Przyktadowa tabela algorytmu Edmondsa-Karpa i przeptyw
maksymalny dla grafu G’

Nr | Sciezka powiekszajaca | przepustowosé alternatywy

1 ZADU 1 ZAEU,ZBEU, ZBFU,ZCDU
2 ZBEU 1 ZBFU

3 ZCDAEBFU 1 -

Przeptyw maksymalny wynosi 3, wiec tyle ile liczba wierzchotkéw z V4. Zatem
wszystkie zostana skojarzone i skojarzenie najwieksze dla tego grafu jest
skojarzeniem petnym.
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Algorytm skojarzenia najwiekszego - przyktad

Wybierajac wszystkie krawedzie miedzy wierzchotkami Vi i V,
(innymi stowy: ignorujac incydentne z Z lub U) otrzymujemy
skojarzenie najwieksze (w tym przypadku petne) w grafie G:
{AE,BF,CD}.
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Algorytm skojarzenia najwiekszego - przyktad

Gdyby w wyjsciowym grafie G brakowato krawedzi AE, zatozenia
twierdzenia Halla nie bytyby spetnione (bo ®({A, C}) = {D}), wiec
skojarzenie petne by nie istniato. Nasz algorytm znalaztby wtedy
jedno ze skojarzen najwigkszych, ztozone z dwdch krawedzi i w ten
sposéb wskazat, ze skojarzenie petne nie istnieje.
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