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Grafy skierowane - uwaga poczatkowa

Znajdowanie optymalnych tras przejscia to typowe zagadnienie
zwigzane z grafami skierowanymi. Jednak wszystkie tego typu
algorytmy mozna tez realizowac¢ dla graféw nieskierowanych.
Wystarczy za kazdym razem traktowac graf nieskierowany jako graf
skierowany, w ktérym kazda krawedz grafu nieskierowanego
zastepujemy dwiema krawedziami, prowadzacymi w przeciwne strony,
o koncach w tych samych wierzchotkach.

Zagadnienie wyznaczania drég minimalnych dla niekierowanych
graféw bez wag rozwazaliSmy juz w rozdziale o przeszukiwaniach
grafu, a odpowiedni algorytm opierat sie na przeszukiwaniu wszerz.
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Typowym zagadnieniem zwigzanym z grafami (zwtaszcza
skierowanymi i z wagami) jest znalezienie minimalnej drogi (czyli
drogi o minimalnej wadze) z jednego wierzchotka do drugiego.
@ Znajdowanie najkroétszych odlegtosciowo lub czasowo tras w sieci
drég np. nawigacja samochodowa.

@ Procesy produkcyjne: trasa o najmniejszym koszcie w grafie,
ktory przedstawia alternatywne sposoby dotarcia do
wyznaczonego celu.

@ Przesyfanie infomacji drogg najmniej obcigzajaca siec.
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Algorytm Dijkstry - wstep

Wyznaczanie drég minimalnych algorytmem przeszukiwania wszerz
ma ograniczony zakres stosowalnosci. Nieczesto sie zdarza, by w
rzeczywistym problemie wszystkie krawedzie grafu (drogi miedzy
skrzyzowaniami, procesy pomiedzy kolejnymi etapami produkcji)
miaty te sama wage (tj. odlegtos$¢, koszt, czas konieczny do przebycia
itp.).

Dany jest graf prosty (znéw obecnos¢ petli i krawedzi wielokrotnych
nic nie zmienia, ale zapis algorytmu jest prostszy bez nich),
skierowany G = (V, E). Kazdej jego krawedzi e przypisujemy wage
W(e).

Jak poprzednio, zaczynamy od ponumerowania w dowolny sposéb
wierzchotkéw takiego grafu V = {1,..., n}. Poszukujemy drogi
minimalnej (czyli o najmniejszej sumie wag krawedzi) z wierzchotka 1
do kazdego innego wierzchotka j. Problem ten rozwigzuje algorytm
Dijkstry (ze wskaznikami).
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Algorytm Dijkstry ze wskaznikami - czesc |

Algorytm Dijkstry
Dane: Graf G = (V(G), E(G)) prosty skierowany ze zbiorem
wierzchotkéw V(G) = {1,...,n} i funkcja W wag (,dtugosci”)
krawedzi o wartosciach nieujemnych (jesli krawedz (v, w) nie istnieje
to podstawiamy W(v, w) = o).
Zmienne: L i V - zbiory wierzchotkéw , d, p - funkcje.

o |l.L:={1}, V:={2,...n}.

o Il. Dla i € V wykonuj:

o IL.1. d(i):== W(L,i).

o 11.2. Jedli W(1,i) = oo to p(i) := 0, w innym wypadku

p(i):=1.
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Algorytm Dijkstry ze wskaznikami - czes¢ |l

@ Ill. Dopéki V' \ L # (), wykonuj:

o Ill.1. wybierz k € V' \ L takie, ze d(k) przyjmuje najmniejsza
mozliwa wartos¢.

@ |11.2. dotacz k do zbioru L.

o I11.3. dla kazdego j € V' \ L wykonuj: jesli d(j) > d(k) + W(k,J)
to zastap d(j) suma d(k) + W(k,j) i zastap p(j) liczba k.

@ Rezultat: d(j) to minimalna waga drogi z 1 do j, p(j) to
wskaznik, ktéry pokazuje poprzedni etap drogi z 1 do j.
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Algorytm Dijkstry - wstepne uwagi

Przebieg minimalnej drogi odczytujemy ze wskaznikéw, jak w
wypadku przeszukiwania wszerz.

Potocznie: W kazdym kroku zawsze patrzymy na ostatni wierzchotek
(nazwijmy go k), ktéry dotaczylismy do zbioru L, czyli do zbioru
wierzchotkéw, dla ktérych juz wszystko obliczyliSmy. Nastepnie
sprawdzamy, do jakich wierzchotkéw, ktére nie s3 w zbiorze L
prowadzg krawedzie z naszego wierzchotka i dla kazdego z tych
wierzchotkéw sprawdzamy, czy droga, ktéra prowadzi do niego przez
k nie jest krotsza od dotychczas znalezionych drég. Jedli tak,
zapisujemy jej nowa wage. Gdy sie skoncza wierzchotki do zbadania,
wybieramy ten, ktéry ma w tym momencie najmniejsza odlegtos¢ od
startu i jest poza L i on si¢ staje nowym wierzchotkiem k.
Powtarzamy, az sie skoncza wierzchotki.
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Algorytm Dijkstry - przyktad

Sprébujemy zastosowac algorytm Dijkstry dla powyzszego grafu
skierowanego. Przedstawie tutaj sposéb postepowania przyjety w
ramach tego kursu - obowigzujacy na sprawdzianie/egzaminie.
Algorytm zaczynamy od ponumerowania wierzchotkéw w kolejnosci
alfabetycznej: A-1, B-2 itd... Bedziemy oblicza¢ minimalng wage
drogi pomiedzy A i kazdym z pozostatych wierzchotkéw.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic:  3b. Grafy skierowane: Drogi minimalne



Algorytm Dijkstry - przyktad

Zaczynamy od wierzchotka A. Na zielono bede zaznaczaé wierzchotki
bedace w L od poprzedniego obiegu petli, na czerwono wierzchotek
ostatnio dofaczony do L (w algorytmie - k), a na niebiesko
wierzchotki, ktérych dane wtasnie korygujemy.
Dziatanie algorytmu Dijkstry zapisujemy w takiej tabeli:
Nr etapu | zbiér L | d,p(B) | d,p(C) | d,p(D) | d.p(E) | d,p(F) | d,p(G)
1
2
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Algorytm Dijkstry - przyktad - krok 1

Na poczatku wszystkie wagi (odlegtosci) sa ustalone na 400, a
wskazniki maja warto$¢ 0, péki te odlegtosci sie nie zmniejsza.
Badamy dwa wierzchotki, do ktérych prowadza krawedzie z A. Jako,
ze nowoznalezione drogi (AB i AC) sa krétsze od dotychczasowych
(3 <00 i9 < 00), mozemy zapisac ich dtugosci w tabeli:

Nr etapu | zbiér L | d,p(B) | d,p(C) | d,p(D) | d.p(E) | d.p(F) | d,p(G)
1 A 3A 9A +o0 +00 +00 —+00
2
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Algorytm Dijkstry - przyktad - krok 1

Warto zauwazy¢, ze poza nowymi odlegtosciami, w tabeli notujemy
jako wskaznik - wierzchotek, z ktérego nowa, krétsza droga dotarta
do danego. Teraz, do zbioru L dotaczamy wierzchotek, ktéry ma
najmniejsza warto$¢ funkgji d z jeszcze niedotaczonych (czyli w tym
wypadku B).

Nr etapu | zbiér L | d,p(B) | d,p(C) | d,p(D) | d.p(E) | d.p(F) | d,p(G)

1 A 3A 9A 400 +00 +00 +00
2 A B
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Algorytm Dijkstry - przyktad - krok 2

Badamy teraz wierzchotki do ktérych prowadza krawedzie z B.
Znajdujemy nowe wartosci d(D) i d(E) dodajac wagi krawedzi BD i
BE do d(B) i otrzymujemy propozycje d(D) =7+ 3 = 10,
d(E) =1+ 3 = 4. Te wartosci s3 mniejsze niz dotychczasowe (+00),
wiec je zmieniamy, dopisujac wskaznik B.
Nr etapu | zbiér L | d,p(B) | d,p(C) | d,p(D) | d.p(E) | d,p(F) | d,p(G)
1 A 3A 9A ~+00 400 400 400
2 AB 3A 9A 10B 4B +o0o +oo
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Algorytm Dijkstry - przyktad - krok 2

Teraz, do zbioru L dotaczamy wierzchotek, ktéry ma najmniejsza
warto$¢ funkcji d z jeszcze niedofaczonych (czyli w tym wypadku E).
Zauwazmy, ze wérdd potencjalnych kandydatéw byt wierzchotek C,

cho¢ nie zmienialiSmy jego odlegtosci w tym kroku.
Nr etapu | zbiér L | d,p(B) | d,p(C) | d,p(D) | d.p(E) | d,p(F) | d,p(G)
1 A 3A 9A +o00 +00 —+00 +0o0
2 A,B 3A 9A 10B 4B +00 400
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Algorytm Dijkstry - przyktad - krok 3

Badamy teraz wierzchotki do ktérych prowadza krawedzie z E.
Znajdujemy nowe wartosci d(C), d(D) i d(F) dodajac wagi krawedzi
EC, ED i EF do d(E) i otrzymujemy propozycje d(C) =4+ 4 =8,
d(D)=5+4=09, d(F) =9+ 4 = 13. Te warto$ci s3 mniejsze niz
dotychczasowe (9,10 i +00), wiec je zmieniamy, dopisujac wskaznik

E.
Nr etapu | zbiér L | d,p(B) | d,p(C) | d,p(D) | d.p(E) | d,p(F) | d,p(G)
2 A,B 3A 9A 10B 4B +00 +00

3 ABE 3A 8E 9E 4B 13E 400

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic:  3b. Grafy skierowane: Drogi minimalne



Algorytm Dijkstry - przyktad - krok 3

Teraz, do zbioru L dotaczamy wierzchotek, ktéry ma najmniejsza
warto$¢ funkcji d z jeszcze niedofaczonych (czyli w tym wypadku C).
Nr etapu | zbiér L | d,p(B) | d,p(C) | d,p(D) | d,p(E) | d,p(F) | d,p(G)

3 AB.E 3A 8E 9E 4B 13E +o00
4 A,B,E,C 3A 8E 4B
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Algorytm Dijkstry - przyktad - krok 4

Badamy teraz wierzchotki do ktérych prowadza krawedzie z C.
Znajdujemy nowa warto$¢ d(D) dodajac wage krawedzi CD do d(C)
i otrzymujemy propozycje d(D) = 7 + 8 = 15. Ta wartos$¢ jest
WIEKSZA niz dotychczasowa (9), wiec jej nie zmieniamy, jak i
wskaznika,

Nr etapu | zbiér L | d,p(B) | d,p(C) | d,p(D) | d,p(E) | d.p(F) | d,p(G)
3 AB,E 3A 8E 9E 4B 13E +00
4 AB,E,C 3A 8E 9E 4B 13E +00
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Algorytm Dijkstry - przyktad - krok 4

Teraz, do zbioru L dotagczamy wierzchotek, ktéry ma najmniejsza
warto$¢ funkgji d z jeszcze niedotaczonych (czyli w tym wypadku D).
Nr etapu zbiér L | d,p(B) | d,p(C) | d.,p(D) | d.p(E) | d.p(F) | d,p(G)
4 AB.EC 3A 8E 9E 4B 13E +00
5 AB,E.C.D 3A 8E 9E 4B
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Algorytm Dijkstry - przyktad - krok 5

Badamy teraz wierzchotki do ktérych prowadza krawedzie z D.

Znajdujemy nowe wartosci d(F) i d(G) dodajac wagi krawedzi DF i

DG do d(D) i otrzymujemy propozycje d(F) =2+ 9 =11,

d(G) =8+ 9 = 17. Te wartosci s3 mniejsze niz dotychczasowe (13 i

+00), wiec je zmieniamy, dopisujac wskaznik D.

Nr etapu zbiér L | d,p(B) | d,p(C) | d,p(D) | d,p(E) | d,p(F) | d,p(G)

4 AB,EC 3A 8E 9E 4B 13E +00
5 AB,E.CD 3A 8E 9E 4B 11D 17D
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Algorytm Dijkstry - przyktad - krok 5

Teraz, do zbioru L dotagczamy wierzchotek, ktéry ma najmniejsza
warto$¢ funkgji d z jeszcze niedotaczonych (czyli w tym wypadku F).
Nr etapu zbiér L d,p(B) | d,p(C) | d,p(D) | d,p(E) | d,p(F) | d,p(G))
5 AB.E.C,D 3A 8E OE 4B 11D 17D
6 AB,E,CD,F 3A 8E 9E 4B 11D
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Algorytm Dijkstry - przyktad - krok 6

W ostatnim kroku zostato tylko sprawdzenie, czy droga przez
wierzchotek F zmniejsza odlegto$¢ wierzchotka G od A. Znajdujemy
nowa warto$¢ d(G) dodajac wage krawedzi FG do d(F) i
otrzymujemy propozycje d(G) = 11 + 4 = 15. Te warto$¢ jest
mniejsza niz dotychczasowa (17), wiec ja zmieniamy, dopisujac
wskaznik F, co konczy dziatanie algorytmu.

Nr etapu zbiér L d,p(B) | d,p(C) | d,p(D) | d,p(E) | d.p(F) | d,p(G))
5 A,B.E.C,D 3A 8E OE 4B 11D 17D
6 A,B,E,C,D,F 3A 8E OE 4B 11D 15F
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Algorytm Dijkstry - wynik

Woynikiem algorytmu jest tabela:

Nr etapu zbidr L d,p(B) | d,p(C) | d,p(D) | d,p(E) | d,p(F) | d,p(G)
1 A 3A 9A +00 +00 +o0 +00
2 A,B 3A 9A 10B 4B +00 +00
3 ABE 3A 8E 9E 4B 13E +00
4 AB,E,C 3A 8E 9E 4B 13E +00
5 A,B,E,C,D 3A 8E 9E 4B 11D 17D
6 AB,E,C.D,F 3A 8E 9E 4B 11D 15F
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Algorytm Dijkstry - wynik

Ze wzgledu na jasny kontekst algorytmu, mozemy zapisaé tabele
krécej. Nie ma koniecznosci zapisywania, ze obliczamy wage drogi do
wierzchotka i wskaznik wierzchotka, wystarczy odpowiednig kolumne
oznaczy¢ wierzchotkiem. Warto tez zauwazyé, ze od momentu, gdy
wierzchotek trafi do zbioru L, jego parametry w algorytmie si¢ nie
zmieniaja, wiec nie trzeba ich przepisywac:

Etap zbiér L B C D E F G
1 A 3A | 9A | +00 | +o0 | 400 | +0o0
2 AB - | 9A | 10B | 4B | 400 | 400
3 AB,E - | 8E | 9E - 13E | 40
4 A B,E,C - - OE - 13E | 40
5 AB,E,.C,D - - - - 11D | 17D
6 ABECDJF | - - - - - 15F
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Algorytm Dijkstry - wynik

Nr etapu zbidr L d,p(B) | d,p(C) | d.,p(D) | d,p(E) | d,p(F) | d,p(G)
6 AB,E,C.D,F 3A 8E 9E 4B 11D 15F
Z tabeli, dzieki wskaznikom, mozemy odczytaé nie tylko wage minimalnej drogi
do danego punktu, ale i jej przebieg. Na przyktad, by odczytaé droge od A do G
odeczytujemy: p(G) = F, p(F) =D, p(D) = E, p(E) = B, p(B) = A'i piszemy w
odwrotnej kolejnosci: ABEDFG.
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Uwagi dotyczace algorytmu Dijkstry i jego zapisu

@ Od momentu, gdy jaki$ wierzchotek zostanie wigczony do zbioru
L, jego wartosci d i p sie nie zmieniaj3.

@ W kazdym kroku ustalamy odlegtos¢ jednego wierzchotka, wiec
algorytm (i jego tabelka) powinien miec tyle krokéw, ile jest
wierzchotkéw (poza startowym) w tej samej sktadowej spéjnej
grafu. Jesli jest wiecej niz jeden wierzchotek poza L w tej same],
najmniejszej odlegtosci od punktu startowego, wybieramy
dowolny.

e Dla grafu G = (V, E), czas dziatania algorytmu Dijkstry jest
O(|VP).
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Uwagi dotyczace algorytmu Dijkstry i jego zapisu

@ Jezeli na koniec algorytmu Dijkstry dla jakiego$ wierzchotka v
zachodzitoby d(v) = oo, oznaczatoby to, ze nie istnieje droga z
poczatkowego wierzchotka do wierzchotka

o Jesli chcielibySmy znalez¢ drogi minimalne od kazdego
wierzchotka do kazdego innego mozna po prostu uzy¢ algorytmu
Dijkstry dla kazdego z wierzchotkéw z osobna. Lepszy sposéb
wykonania takiego zadania proponuje algorytm Warshalla (ze
wskaznikami).

@ W kolejnej prezentacji zmodyfikujemy algorytm Dijkstry tak, by
wyznaczat drogi maksymalne, czyli takie o mozliwie najwieksze]
wadze.

o Jedli w grafie dopuszczamy krawedzie o wagach ujemnych, w
celu znalezienia drogi minimalnej algorytm Dijkstry trzeba
zastapi¢ (znacznie wolniejszym) algorytmem Bellmana-Forda.
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