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Stopniowo powracamy do obszaru zainteresowan klasyczne;j
matematyki dyskretnej: ciggi liczbowe sg funkcjami o dyskretnej
dziedzinie, acz technicznie moga przyjmowac dowolne wartosci
rzeczywiste.

Tak naprawde, ciagi nie musza by¢ ciggami liczbowymi, ich
wartosciami moze by¢ cokolwiek (np. ciag wynikéw kolejnych krokéw
jakiego$ algorytmu bedzie sie tu bardzo czesto pojawiaé) - wrécimy
do tego pod koniec prezentacji.
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Ciag liczbowy

Ciag liczbowy

Ciggiem liczbowym nazywamy funkcje o wartosciach w zbiorze liczb
rzeczywistych, ktérej dziedzing jest N (a przynajmniej nieskoriczony
podzbiér N).

Ciag liczbowy skonczony

Ciagiem liczbowym skoriczonym nazywamy funkcje o wartosciach w
zbiorze liczb rzeczywistych, ktérej dziedzing jest skonczony podzbiér
N.

Argumenty takiej funkcji nazywa sie indeksami ciagu, a wartosci -
wyrazami ciggu. Czesto stosuje sie zapis indeksu dolnego zamiast
nawiasu funkcyjnego tj. jesli a jest ciagiem to zamiast a(n) piszemy
an.
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Ciag liczbowy - uwagi

W szkole definiowane byty ciagi: arytmetyczny (o zadanej réznicy) i
geometryczny (o zadanym ilorazie) - nie bede powtarzat definicji, ale
prosze sobie je przypomniec. Inne ciggi podobnie ustrukturyzowane
bedziemy rozwazaé w prezentacji o rekurencjach.

Obliczanie granicy dowolnego ciggu w punkcie nie ma sensu, gdyz
albo ciag nie jest okreslony w otoczeniu tego punktu, albo przyjmuje
tam warto$¢, ktdra naturalnie jest jego granica w tym punkcie (jako
jedyna warto$¢ w otoczeniu). Jedynym nietrywialnym przypadkiem
jest granica w nieskonczonosci.

Mozna ja definiowaé tak jak dla innych funkcji lub przez szczegdlna
definicje dla ciggu z nastepnego slajdu (obie definicje sa réwnowazne).
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Granica ciggu liczbowego

Granica ciagu (an)nen jest liczba g € R wtedy i tylko wtedy, gdy

va>03no€NVn>no |an - g| <e.

Granica ciagu (a,)nen jest +oo wtedy i tylko wtedy, gdy

VMERanoean>no an > M.

Granica ciagu (a,)nen jest —oo wtedy i tylko wtedy, gdy

vMeRzlno€an>no dp < M
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Granica ciggu liczbowego - uwagi

O ciagu, ktéry posiada granice bedaca liczba rzeczywista méwimy, ze
jest zbiezny. W innym wypadku jest rozbiezny.

Po co alternatywna definicja dla samego ciagu, skoro ciag jest funkcja
a granica funkgcji juz byta zdefiniowana na kursie w pierwszym
semestrze? Otéz czasem dzieki niej tatwiej jest udowodni¢ nieistnienie
granicy odpowiedniej funkgji.
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Twierdzenie Heinego

Zalezno$¢ pomiedzy granicami ciggéw oraz funkcji opisuje ponizsze
twierdzenie:

Twierdzenie Heinego

Niech xo € R oraz niech funkcja f bedzie okreslona w pewnym
otoczeniu tego punktu (z mozliwym wyjatkiem punktu xo).
lim f(x) = g wtedy i tylko wtedy gdy

X—X0

oar {(Vre 50 € O Al 5= 0) = i 70) = )

Twierdzenie to méwi, ze w pewnym sensie badanie granic funkgji
mozna sprowadzi¢ do badania granic ciggéw i odwrotnie.
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Twierdzenie Heinego - granice w
nieskonczonosciach

Twierdzenie Heinego

Jedli funkcja f bedzie okreslona w pewnym przedziale (M, +00),
MeR, to lim f(x) = g wtedy i tylko wtedy gdy:

V(o) nen {(VneN Xn € Df A nli_)ngo X, = 00) = nIi—>n;o f(x,) = g} .

Jesli funkcja f bedzie okreslona w pewnym przedziale (—oo, M),
MeR, to lim f(x) = g wtedy i tylko wtedy gdy:

Y xo)nen {(vneN Xn € De N nlLl‘go X, = —00) = lim f(x,) = g} .

n—oo
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Twierdzenie Heinego - przykfad

Zadanie
Udowodni¢, ze lim sin x nie istnieje.
X—00

Zadanie to staje sie fatwiejsze wtasnie dzieki twierdzeniu Heinego.
Wystarczy bowiem wskazac 2 ciagi (a,) i (b,), ktérych granica jest
+00, takie, ze nILrgo sina, # nILrgo sin b,. Rozwazmy a, = nm -
niewatpliwie dazy do nieskonczonosci. Natomiast
nIergo sina, = nILrQOO = 0. Z kolei, jesli b, = 2nm + 7

do nieskonczonosdci, a lim sinb, = lim 1 =1. Jako, ze 0 # 1, to
n—oo n—oo

, to b, zmierza

lim sin x nie istnieje.
X—00
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Twierdzenie Heinego - wniosek

W szczegdblnosci, twierdzenie Heinego méwi, ze nie s3 nam potrzebne
specjalne techniki obliczania granic ciaggéw - wystarczy, ze uzyjemy
tych, ktére znamy dla funkcji zmiennych ciagtych.

Zatézmy, ze (a,)qen jest ciagiem, a f jest funkcja o dziedzinie
rzeczywistej, taka, ze f(n) = a, dla kazdego n € N. Jesli
Jim_ f(x) =g to Jim a, = g.

Potocznie, do wzoru na n-ty wyraz ciggu zamiast n mozemy
podstawi¢ liczbe rzeczywistg x i badaé zbieznos$¢ tak powstatej
funkcji f(x) przy x zmierzajagcym do +oo (oczywiscie, zmiana nazwy
zmiennej na nic nie wptywa, po prostu zmienng n kojarzymy z
liczbami naturalnymi, wiec tak jest bezpiecznej). Jesli granica ta
istnieje, to granica ciggu jest taka sama.
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Twierdzenie Heinego - przykfad

Przejscie z ciggédw na funkcje umozliwia nam korzystanie z wielu
narzedzi niedostepnych w przypadku dyskretnym np. z twierdzenia de
L'Hospitala.

nn

. ;. |
Obliczy¢ n||—>nc;lo .

Z twierdzenia Heinego lim "7 = |im "X gdzie x € R, o ile ta

1
n—oo N x—o0 X

druga granica istnieje. Zatem:

v, 1
= |lim — =0.
X—00 X

lim — = |lm — = |—

Inn In x 00
n—oo n X—00 X

o
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Whiosek z twierdzenia Heinego - kontrprzykfad

Zatézmy, ze (a,)nen jest ciagiem, a f jest funkcja o dziedzinie
rzeczywistej, taka, ze f(n) = a, dla kazdego n € R. Jedli
Jim_ f(x) =g to Jim a, = g.

Na koniec, zauwazmy jeszcze, ze powyzszy wniosek jest tylko
implikacja, nie réwnowaznos$cia. Z faktu, ze granica pojedynczego
ciggu istnieje, nie wynika istnienie granicy funkcji. Na przyktad, jesli
rozwazymy ciag a, = sin(nr), to fatwo zauwazy¢, ze wszystkie jego
wyrazy s3 réowne 0. Tymczasem XIi_)rrg@ sin(x7) nie istnieje.
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Ciagi nieliczbowe

Ciagiem nazywamy funkcje, ktérej dziedzing jest podzbiér N. Jedli
dziedzina ma skonczenie wiele elementéw, cigg nazywamy
skonczonym.

Jak wida¢, ogdlnie ciagg nie musi by¢ ciggiem liczbowym: moze to by¢
cigg liter (lub innych symboli), co zobaczymy przy okazji kryptografii,
jak réwniez catych stéw, fragmentéw grafu, funkcji itp. . W
szczegblnosci, w informatyce czesto ciagg skonczony (zwtaszcza
danych) okresla sie mianem listy (/ist), a potencjalnie nieskonczony
cigg danych nazywa sie strumieniem danych (stream). Z kolei na ciag
znakéw jakiego$ jezyka (np. liter i liczb jezyka polskiego) okresla sie
nazwa tancucha (string).
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