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Funkcyjna definicja grafu

Grafem lub grafem ogdlnym nazywamy pare G = (V, E), gdzie:

1) V (czasem zapisywany V/(G)) jest zbiorem wierzchotkéw (weztow,
punktéw)

2) E (czasem zapisywany E(G)) jest multizbiorem krawedzi (ktére
moga sie powtarzac), czyli jedno- i dwu-elementowych podzbioréw V.

Graf - alternatywna definicja
Grafem lub grafem ogdlnym nazywamy tréjke G = (V, E, ¢), gdzie:
1) V jest zbiorem wierzchotkéw (weztéw, punktow)

2) E jest zbiorem krawedzi.

3) ¢ jest funkcja ze zbioru E w zbiér jedno- i dwu-elementowych
podzbioréw V.
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Przyktad funkcyjnej definicji grafu

Po prawej zapisuje w skrocie
XY zamiast {X, Y} i X
zamiast {X}.
Jednoelementowa wartos¢
funkcji ¢ oznacza petle.

V={AB,C,D E F},

E={ab,c,d,ef g}
©(x)
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Definicja funkcyjna grafu skierowanego

Grafy skierowane

Grafem skierowanym lub digrafem nazywamy pare

G = (V,E), gdzie:

1) V jest zbiorem wierzchotkéw (weztéw, punktéw)

2) E jest multizbiorem krawedzi skierowanych (ktére moga sie
powtarzac), czyli elementéw V x V.

| A

Graf skierowanym - alternatywna definicja

Grafem skierowanym nazywamy tréjke G = (V, E, p), gdzie:
1) V jest zbiorem wierzchotkow (weztéw, punktéw)

2) E jest zbiorem krawedzi.

3) ¢ jest funkcja ze zbioru E w zbiér V x V.
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Przyktad funkcyjnej definicji grafu skierowanego

V = {A,B,C,D,E);
E={a b,c,d,e};

x || e(x)
a | (AB)
b | (B.C)
Dla grafu skierowanego c| (DA)
wartosciami funkcji ¢ sg pary d || (AE)
o e || (ED)

uporzadkowane (ciagi

2-elementowe), a nie
podzbiory.
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Zapis funkcyjny (lista) i macierzowy w praktyce

o Zwykle grafy sg przechowywane w pamieci komputeréw wtasnie
jako listy wartosci funkcji ¢.

o Niektére, dedykowane do pracy na grafach, srodowiska
programowania (Matlab, Scilab, Ocatave) postuguja sie jednak
zapisem macierzowym.

@ Macierzowe zapisy graféw sg wygodne dla ludzi.

@ Macierzowe postaci graféw s3 tez poteznym narzedziem badan
graféw (tzw. algebraiczna teoria graféw).
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Macierz incydencji dla grafu ogdlnego

Macierz incydencji grafu nieskierowanego

Niech G = (V, E) bedzie grafem nieskierowanym,
V=Aw,v,...,v,}, E={e1,e,...,en}t Wtedy macierz incydencji
grafu G to:
ail1 ... dim
AG)=| ... ... ... |,
dpl --- dnm

gdziedlaie{l,...,n}ije{l,...,m}

2, jesli krawedz e; jest petlg z wierzchotka v;;
a; = {1, jesli v; jest incydentny z e;j, ktéra nie jest petla;
0, w pozostatych przypadkach.
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Przyktad macierzy incydencji

V ={AB,C,D,E,F}

E={ab,c,def,g}

Po prawej macierz incydencji A(G) =
powyzszego grafu.

OO, OO
OoORr O OO
oORr = OOO
O O N O OO

[N el el
[N ool ™)
[N el =)
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Wtasnosci macierzy incydencji graféw

nieskierowanych

@ Suma elementéw kazdej kolumny macierzy incydencji grafu
nieskierowanego wynosi 2.

@ Suma elementéw wiersza to stopien wierzchotka
odpowiadajacego temu wierszowi.

@ W macierzy incydencji jest tyle wyrazéw réwnych 2, ile jest petli
w grafie. Jesli w macierzy incydencji wystepuja identyczne
kolumny, krawedzie odpowiadajace tym kolumnom tworzg w
grafie krawedz wielokrotna.

@ W zadaniach domysiny porzadek wierzchotkéw i krawedzi grafu to
porzadek alfabetyczny (jesli s3 oznaczone literami) lub taki, jaki na
liczbach rzeczywistych (jesli s3 oznaczone liczbami).

@ Zamiana miejscami dwéch wierszy /dwéch kolumn macierzy
incydencji jest rbwnowazna z zamiang nazw (przeetykietowaniem)
dwdéch wierzchotkéw/dwéch krawedzi w grafie.
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Informacje odczytane z macierzy incydencji grafu

ogoblnego

O =M= OOO
O O N O OO

[N eolNeolNeollS L=
OO O+~ EF=O
[l ool )
OO, OO
O OOOoOHRr

@ Stopnie wierzchotkéw grafu G to kolejno: 3,3,2,4,2,0. Ostatni
wierzchotek jest wierzchotkiem izolowanym.

@ Graf nie jest prosty, bo ma jedna petle (przy czwartym wierzchotku) i
krawedz wielokrotna (ztozona z krawedzi drugiej i trzeciej).

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic 2b. Sposoby zapisu i macierze graféw



Macierz incydencji dla grafu skierowanego

Macierz incydencji grafu skierowanego

Niech G = (V, E) bedzie grafem skierowanym bez petli,

V=Aw,v,...,v,}, E={e1,e,...,en}t Wtedy macierz incydencji
grafu G to:
ail ... Adim
AG)=| ... ... ... |,
dpl --- dnm

gdziedlaie{l,...,n}ije{l,..., m}

—1, jesli ef = (k, i) dla pewnego k;
aj = 11, jesli ef = (i, k) dla pewnego k;
0, w pozostatych przypadkach.

Czasem uzywana jest notacja z przeciwnymi znakami.
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Przyktad macierzy incydencji grafu skierowanego

V = {A,B,C,D,E);
E=A{a b,c,d e}

1 0o -1 1

-1 1 0 0

S . AG)=| 0 -1 0 0

Po prawej macierz incydencji 0O 0 1 0
powyzszego grafu. 0 0 0 -—1
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@ Suma elementéw kazdej kolumny macierzy incydencji grafu
skierowanego wynosi 0.

Suma dodatnich elementéw wiersza to stopien wyjsciowy
wierzchotka odpowiadajacego temu wierszowi, a wartos¢
bezwzgledna z sumy elementéw ujemnych wiersza to stopien
wejsciowy tego wierzchotka.

Dla graféw skierowanych z petlami nie tworzy sie macierzy
incydencji (gdyz petle ,zerowatyby sie” przy zaznaczaniu
wierzchotkéw do ktérych wchodza i wychodza).

Zamiana miejscami dwéch wierszy/dwéch kolumn macierzy
incydencji jest rbwnowazna z zamiang nazw (przeetykietowaniem)
dwéch wierzchotkéw/dwéch krawedzi w grafie.
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Macierz sgsiedztwa dla grafu ogdlnego

Macierz sasiedztwa grafu nieskierowanego

Niech G = (V, E) bedzie grafem nieskierowanym,
V=A_w,v...,v,}, E={e,e,...,en}. Wtedy macierz
sasiedztwa grafu G to:

bl]_ bln
B(G)=| ... ... ... |,
b ... bpn

gdzie dla i,j € {1,...,n}, b; = bj; jest liczba krawedzi taczacych
wierzchotki v; i v; (petle liczymy pojedynczo!)

Wedtug niektérych definicji, petle liczy sie w macierzy sasiedztwa
podwdjnie.
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Przyktad macierzy sgsiedztwa

V ={AB,C,D,E,F}

010110

10 2000

020000

B(6) = 100110

Po prawej macierz sasiedztwa 100100
powyzszego grafu. L0 00 0 0 0]
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WHasnosci macierzy sasiedztwa grafow

nieskierowanych

e Macierz sasiedztwa grafu ogdlnego jest kwadratowa (o wymiarze
|V| x |V]|) i symetryczna.

o Jedli graf nie zawiera petli, suma elementéw kazdego wiersza
(lub kolumny) to stopieh wierzchotka odpowiadajacego temu
wierszowi (lub kolumnie).

o Slad macierzy B(G) (czyli suma elementéw na przekatnej tej
macierzy) to liczba petli w grafie nieskierowanym. Graf ma
krawedzie wielokrotne, je$li w macierzy pojawiaja sie liczby
wieksze od 1.
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Informacje odczytane z macierzy sgsiedztwa grafu

ogoblnego

OO O ON O
O = FEF OO
OO OO
O O O O oo

OO O NO R

@ Stopnie wierzchotkéw grafu G to kolejno: 3,3,2,4,2,0. Dla czwartego
wierzchotka stopien nie jest suma wyrazéw odpowiedniego
wiersza /kolumny macierzy, bo petle (czyli wyraz na przekatnej) w
obliczaniu stopnia musimy doda¢ dwukrotnie.

@ Graf nie jest prosty, bo ma jedna petle (bo tr B(G) =1 ) i krawedz
wielokrotng (b3 = b3y = 2).
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Macierz sasiedztwa grafu skierowanego

Macierz sasiedztwa grafu skierowanego

Niech G = (V, E) bedzie grafem skierowanym, V = {vy, vp, ..., v,},
E={e,e,...,en}t Wtedy macierz sasiedztwa grafu G to:

bu ... b,
B(G)=| ... ... ... |,
boi .. bom

gdzie dla i,j € {1,...,n}, bj jest liczbg krawedzi prowadzacych z
wierzchotka v; do wierzchotka v; (petle liczymy pojedynczo!)

Wedtug niektérych definicji, petle liczy sie w macierzy sasiedztwa
podwdjnie.
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Przyktad macierzy sgsiedztwa grafu skierowanego

V ={AB,C,D,E};

oy}

—~~

()

N

Il
o ooo
cococowr
cocoroO
—_ o ooo
cocoowr

Po prawej macierz sasiedztwa
powyzszego grafu.
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WHtasnosci macierzy sasiedztwa grafow

skierowanych

@ Macierz sasiedztwa grafu skierowanego jest kwadratowa (o
wymiarze |V/| x | V|, ale zazwyczaj nie symetryczna.

o Jedli graf nie zawiera petli, suma elementéw kazdego wiersza to
stopien wyjsciowy wierzchotka odpowiadajacego temu wierszowi,
a suma elementéw kazdej kolumny to stopien wejSciowy
wierzchotka odpowiadajacego tej kolumnie.

o Slad macierzy B(G) (czyli suma elementéw na przekatnej tej
macierzy) to liczba petli w grafie skierowanym.
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Informacje odczytane z macierzy sgsiedztwa grafu

skierowanego

01001
00100
B(G)=[0 00 0 0
10000
00010

@ Stopien wejéciowy kazdego wierzchotka grafu G wynosi 1. Stopnie
wyjsciowe kolejnych wierzchotkéw grafu G wynosza 2, 1, 0, 1, 1.

@ Graf jest prosty, bez petli (tr G = 0) i krawedzi wielokrotnych.
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Macierzowe charakterystyki grafu

W prezentacji o izomorfizmach graféw doktadniej oméwimy przyczyne, ale
warto zwrécié¢ uwage, ze podstawowe charakterystyki liczbowe macierzy
sasiedztwa nie zalezg od etykietowania wierzchotkéw i sposobu
narysowania grafu. Dlatego sens ma ponizsza definicja:

Macierzowe charakterystyki grafu

Niech G bedzie grafem skierowanym lub nieskierowanym. Wtedy:
Wyznacznikiem grafu G (det G) nazywamy wyznacznik jego macierzy
sasiedztwa det B(G).

Sladem grafu G (tr G) nazywamy $lad jego macierzy sasiedztwa tr B(G).
Wielomian charakterystyczny, wartosci i wektory wtasne grafu G to
wielomian charakterystyczny, wartosci i wektory wiasne jego macierzy
sgsiedztwa.

Badaniem wartosci wiasnych graféw i ich wptywem na wtasnosci grafu
zajmuje sie spektralna teoria grafow.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic 2b. Sposoby zapisu i macierze graféw 22 /40



Interpretacja poteg macierzy sasiedztwa

Najciekawszg konsekwencja definicji macierzy sgsiedztwa jest
interpretacja potegowania tej macierzy (ktére jest mozliwe, gdyz
macierz sasiedztwa jest kwadratowa).

Twierdzenie o potedze macierzy sasiedztwa

Niech G = (V, E) bedzie grafem skierowanym lub nieskierowanym,
V ={w,vs,...,v,}. Wtedy liczba drdg (niekoniecznie prostych)
dtugosci n pomiedzy wierzchotkami v; i v; wynosi mj;, gdzie mj; jest
odpowiednim elementem ponizszej macierzy:

By =M= .. . ..

Mp1 ... Mpy
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Whioski z twierdzenia o potedze macierzy

sgsiedztwa

Whiosek 1 z twierdzenia o potedze MS

Liczba drég (niekoniecznie prostych) dtugosci co najwyzej k
pomiedzy wierzchotkami v; i v; wynosi mj;, gdzie mj; jest
odpowiednim elementem ponizszej macierzy:

B(G) + (B(G))*+ ...+ (B(G) =M =
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Whioski z twierdzenia o potedze macierzy

sgsiedztwa

Z poprzedniego wniosku i z faktu, ze w grafie nieskierowanym
spojnym o n wierzchotkach z kazdego wierzchotka do kazdego innego
istnieje droga dtugosci co najwyzej n — 1 wynika, ze:

Whiosek 2 z twierdzenia o potedze MS

Jesli G jest grafem ogdlnym i V(G) = n > 2 to G jest spéjny wtedy i
tylko wtedy, gdy macierz

B(G)+ (BG) + ...+ (BG) =M= | ... .

mpr ... Mpy

nie zawiera elementéw réwnych 0.
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Whioski z twierdzenia o potedze macierzy

sgsiedztwa

Whiosek 3 z twierdzenia o potedze MS
tr((B(G))?) = 2|E(G)|.

Whiosek 4 z twierdzenia o potedze MS

Niech G bedzie grafem prostym, nieskierowanym. Liczba cykli
dtugosci 3 (tak zwanych tréjkatow) w grafie G wynosi ¢ tr((B(G)))3.

Jako, ze z algebry liniowej wiemy, ze zaréwno wartosci wtasne poteg
macierzy wyjsciowej, jak i slady tych poteg mozemy obliczy¢ znajac
wartosci wtasne macierzy wyjsciowej, powyzsze twierdzenia s3 przyktadem
zastosowan spektralnej teorii graféw.
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Macierz stopni

Niech G = (V, E) bedzie grafem nieskierowanym,
V ={w,vs,...,v,}. Wtedy macierz stopni grafu G to:

d11 d]_,,
DGY=| ... ... ... ],
dni ... dnp

gdzie

_ Jdegy;, jeslii=j;
00, jesli i # .

Macierz stopni jest macierzg kwadratowa i diagonalna.
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Przyktad macierzy stopni

V ={AB,C,D,E,F}

Po prawej macierz stopni
powyzszego grafu.

o)

—~~

()

N

Il
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Macierz Laplace’a (Kirchhoffa)

W zagadnieniach zwigzanych z mechanika klasyczng i kwantowa,
elektrotechnika oraz z uczeniem maszynowym (machine learning)
zastosowania znajduja tak zwane macierze Laplace'a lub Kirchhoffa:

Macierz Laplace'a (Kirchhoffa)

Niech G = (V, E) bedzie grafem prostym nieskierowanym,
V ={w,vs,...,v,}. Wtedy macierza Laplace’a lub macierza
Kirchhoffa grafu G nazywamy macierz:

gdzie D(G) jest macierza stopni, a B(G) - macierza sasiedztwa grafu
G.
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Przyktad macierzy Laplace’a

V ={AB,C,D,E};

01011

10100

B(G)=|0100 0

1 0 0 01

Po prawej macierze sasiedztwa 1.0 0 1 0]
i stopni powyzszego grafu. 7300 0 01
02000

D(G)=|0 0 1 0 0

0 00 20

(0000 2|
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Przyktad macierzy Laplace’a

V ={AB,C,D,E};

Po prawej macierz Laplace’a
powyzszego grafu.
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Wtasnosci macierzy Laplace’a

@ Macierz Laplace'a jest symetryczna i dodatnio pétokreslona.

@ Suma elementéw w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie
macierzy Laplace’'a wynosi 0.

o detL(G) =0, trL(G) = 2|E(G)|.
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Graf przejscia

W badaniu sieci (np. spotecznych) za pomoca tak zwanych proceséw
Markowa (znanych z algebry liniowej) przydaja sie grafy przejécia i ich
macierze przejscia.

Graf przejscia

Graf skierowany z wagami G = (V, E) nazywamy grafem przejscia,
jesli zbiér wierzchotkéw V = {v1, ..., v,} reprezentuje zbi6r
mozliwych stanéw, w jakich moga sie znajdowac uczestnicy pewnego
zmieniajacego sie uktadu, krawedz (v;, v;) istnieje, gdy mozliwe jest
przejscie ze stanu v; do stanu v;, a waga w(v;, vj) przypisana takiej
krawedzi oznacza prawdopodobienstwo przejscia ze stanu i do stanu j
(lub pozostania w tym samym stanie, jesli i = j).

’

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic 2b. Sposoby zapisu i macierze graféw 33 /40



Macierze przejscia

Macierz przejscia
Macierza przejscia P(G) grafu przejscia G nazywamy macierz
kwadratowa:

P11 ... Pin

Pn1 --- Pnn
gdzie p; to prawdopodobienstwo przejscia ze stanu j do stanu i (lub
pozostania w tym samym stanie, jesli i = j).

W wiekszosci zastosowan, P(G) jest macierzag Markowa, czyli
elementy kazdej jej kolumny sumuja sie do 1.
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Przyktadowe zagadnienie graféw przejscia

Przyktad

W pewnym eksperymencie prébke komérek poddano dziataniu
pewnego wirusa i pewnego leku. Co godzine zapisywano liczbe
komorek zdrowych, liczbe komérek zainfekowanych wirusem, ale nie
przejawiajacych objawéw choroby i komérek chorych. Srednio, co
godzine 1/3 komoérek zdrowych stawata sie zainfekowana, 1/2
komorek zainfekowanych stawata sie chorymi, a z komérek chorych
1/4 zdrowiata, a 1/5 wracata do stanu ,uspionej infekcji”. Reszta
pozostawata w takim stanie, w jakim byta wczesniej. Zapisaé graf i
macierz przejscia tego uktadu.
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Przykfad grafu i macierzy przejscia

2 1

3 0 g
PE=|3 2 5
1 11

0 2 %

Macierz przejscia danego uktadu
dla kolejnosci stanéw (Z,1,C).

Graf przejscia opisanego
weczesniej ukfadu (Z-zdrowe, | -
zainfekowane, C - chore).
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Interpretacja macierzy przejscia

Jedli mamy dany wektor obecnego stanu uktadu (czyli wektor zapisujacy,
ilu uczestnikéw ukfadu jest w kazdym stanie v;), to mnozac go przez
macierz przejscia otrzymamy wektor kolejnego stanu uktadu.

Na przyktad, dla rozwazanego problemu, jesli zatozymy, ze w pewnym
momencie byto w uktadzie 60 komoérek zdrowych, 40 komérek
zainfekowanych i 100 komérek chorych, mozemy obliczyé:

60 % 0 % 60 65
P(G)-| 40 | =] 3 % 5 40 | =1 60
100 0 5 3 100 75

Zatem po godzinie mozemy sie spodziewaé, ze w uktadzie bedzie 65
komoérek zdrowych, 60 zainfekowanych i 75 chorych.
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Zalezno$¢ macierzy incydencji i sgsiedztwa

Zakonczymy kilkoma ciekawymi wynikami algebraicznej teorii graféw.

Zalezno$¢ macierzy incydencji i sasiedztwa

Niech G bedzie grafem nieskierowanym, prostym. Wtedy:

A(G) - (A(G))" = B(G) + D(G).
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Macierz incydencji i drzewo

Macierz incydencji i drzewo

Niech G bedzie grafem prostym, skierowanym, o n wierzchotkach, a
macierz M wymiaru (n — 1) x (n — 1) bedzie minorem (podmacierza)
macierzy incydencji A(G), w ktdrej kolumny odpowiadaja krawedziom
z pewnego podzbioru E(M) zbioru krawedzi grafu E(G).

Przy tych zatozeniach, graf H = (V(G), E(M)) jest drzewem wtedy i
tylko wtedy, gdy det M # 0.

vy

Jesli G jest spéjnym, prostym grafem skierowanym o n
wierzchotkach, to rzad jego macierzy incydencji A(G) wynosi n — 1.
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Wartosci wtasne i stopien maksymalny

Macierz sgsiedztwa w grafie nieskierowanym jest symetryczna, a wiec
jej wartosci wtasne s3 rzeczywiste. Mozna jednak uzyskaé co$ wiecej.

Wartosci wtasne i stopien maksymalny

Niech G bedzie grafem prostym, nieskierowanym. Wtedy, jesli \ jest
wartoscig wtasna G, to:
Al < A(G),

a réwnos¢ |A\| = A(G) zachodzi tylko jesli jaka$ sktadowa spéjna
grafu G jest A(G)-regularna.
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