1b. Podstawy logiki matematyczne;:

zastosowania

Grzegorz Kosiorowski

Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomiclb. Podstawy logiki matematycznej: zastosow



@ Zastosowania: metody dowodzenia

© Zastosowanie: zwigzek z teorig zbioréw

© Zastosowanie: bramki i sieci logiczne

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomiclb. Podstawy logiki matematycznej: zastosow



Motywacja

@ Oparcie na logice i $ciste dowodzenie kazdego twierdzenia -
podstawa matematyki.

e Wiemy, ze twierdzenia matematyczne to pewne implikacje (lub
réwnowaznosci).

o Mamy zestaw zatozen: Zy, 25, ..., Z,. Dowodem jest uzyskanie
tezy T za pomoca przeksztatcen logicznych z wykorzystaniem
zatozen i innych zdan zawsze prawdziwych.

@ Jakimi metodami mozna dojs$¢ od zatozen do tezy?
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Dowdd wprost

Najpowszechniejszy typ dowodu:

Dowdd wprost
Dowéd wprost jest ciggiem implikacji od zatozen do tezy:

LONDN. .. NLy=...= T
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Dowdd wprost - przyktad

Dowodem wprost jest ponizszy dowdd zdania:

Jesli m i n sa liczbami naturalnymi nieparzystymi, to ich iloczyn mn
jest liczba naturalng nieparzysta.

Dowdd: m, n s3 nieparzyste (z zatozenia). Istniejg liczby naturalne k
i | takie, ze m =2k +1in=2/+1 (z whasnosci liczb
nieparzystych). Zatem mn = (2k +1)(2/ +1) =22kl + k + 1)+ 1
(wykonywanie mnozenia). 2(2k/ + k + /) jest podzielne przez 2
(prawa dziatan na liczbach naturalnych), czyli parzyste, wiec

mn = (2k + 1)(2/ + 1) = 2(2kl + k + 1) + 1 jest nieparzyste
(twierdzenia o liczbach parzystych i nieparzystych). QED.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomiclb. Podstawy logiki matematycznej: zastosow



Dowdd nie wprost

Czasem potrzebny jest:

Dowdd nie wprost
Dowdéd nie wprost polega na udowodnieniu kontrapozycji:

~T= .. .=~ (4ONLN..NZ)
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Dowdd nie wprost - przyktad

Dowodem nie wprost jest ponizszy dowdd zdania:

Niech m i n beda liczbami naturalnymi. Jesli m+n > 9to m > 5 lub
n>b.

Dowdd: Dowodzimy kontrapozycji: jezeli nieprawda jest, ze (m > 5
lub n > 5), to nieprawda jest, ze m+ n > 9. Zaktadamy wiec
zaprzeczenie (m > 5 lub n > 5). Z prawa de Morgana i faktu, ze m,
n s liczbami naturalnymi, zatozenie to jest réwnowazne koniunkgji
(m < 4 A n < 4). Dodajac stronami te nieréwnosci (i korzystajac z
faktu, ze mozemy tak robi¢) dostajemy m + n < 8, czyli, ze
nieprawda jest, ze m+ n > 9. QED.
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Dowdd przez sprowadzenie do sprzecznosci

Wariantem dowodu nie wprost jest:

Dowéd przez sprowadzenie do sprzecznosci

Dowdd przez sprowadzenie do sprzecznosci (w skrécie: przez
sprzeczno$¢) polega na udowodnieniu zdania:

(LN N . NZY)N(~T)=...=0.

Chodzi o to, by do startowych zatozen dotaczyé zaprzeczenie tezy i
pokazad, ze ten nowy zestaw zatozen prowadzi do oczywistego fatszu.
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Przykfad

Dowodem przez sprzecznos¢ jest ponizszy dowdd zdania:

Jezeli x> = 2 to x jest liczba niewymierna. l

Dowéd: Zakfadamy, ze x> = 2 i x jest liczba wymierna. Wtedy
istnieja liczby catkowite p, g (g # 0), nie majace wspdlnych

dzielnikow poza 1, takie, ze x = g. Wtedy (5)2 = 2, a zatem

p? = 2q®. Zatem p? jest liczba parzysta, skad tatwo wywnioskowa,
ze p jest liczbg parzysta, czyli p = 2k dla pewnej liczby catkowite;j.
Stad (2k)? = 2¢°, czyli 2k? = g*. Czyli g° jest liczba parzysta, a wiec
i g jest liczbg parzysty. Zatem p i g nie maja wspdlnych dzielnikéw
poza 1, ale s3 liczbami parzystymi, co musi by¢ fatszem (bo 2 jest
dzielnikiem kazdej liczby parzystej). Zatem x nie moze by¢ liczba
wymierng. QED.
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Teoria zbiorow

Logika jest uzywana jako narzedzie podstawy matematyki jaka jest
teoria zbioréw. Pozwala zdefiniowaé podstawowe dziatania na
zbiorach, jak i bada¢ twierdzenia tej teorii. Przypomnijmy
podstawowe oznaczenia zbioréw:

@ N - liczby naturalne (z zerem), N, - liczby naturalne dodatnie,

P - liczby pierwsze.

@ 7 - liczby catkowite.

o R - liczby rzeczywiste.

@ C - liczby zespolone.

o () - zbiér pusty.
W ramach tego kursu, jesli wyraznie nie zaznaczymy inaczej,
domyslnie liczby pochodza ze zbioru Z.
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Relacje na zbiorach - przypomnienie

Relacje na zbiorach i ich elementach definiujemy nastepujaco:

@ x € A (x zazwyczaj nie jest zbiorem!)- x nalezy do zbioru A, x
jest elementem zbioru A. Fakt, ze x nie nalezy do zbioru A
mozna zapisaé x ¢ A.

@ AC B (Ai B s3 zbiorami!) - A jest podzbiorem B lub A zawiera
sie w B, co logicznie mozemy zapisa¢ jako x € A= x € B
(odpowiednik implikacji).

e A = B - mozna logicznie zapisa¢: x € A < x € B (odpowiednik
réwnowaznosci).
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Dziatania na zbiorach - przypomnienie

Dziatania na zbiorach i ich elementach definiujemy nastepujaco:

o Jedli z kontekstu wynika, ze dziatamy w ramach jakiego$
wiekszego zbioru X, ktérego A jest podzbiorem, to A€ lub A’
nazywamy dopetnieniem zbioru A do zbioru X (X w tym
kontekscie jest czasem nazywane uniwersum) i definiujemy jako
x € A° &~ (x € A) (odpowiednik negacji).

@ Sume zbioréw AU B definiujemy: x € AUB < (x € AV x € B)
(odpowiednik alternatywy).

@ Przeciecie lub czes¢ wspdlng zbioréw A N B definiujemy:

x € ANB & (x € AN x € B) (odpowiednik koniunkgji).

@ Réznice zbioréw A\ B definiujemy:
x€A\B& (xe ANx ¢ B).

@ Dla dowolnego zbioru skonczonego X, |X| oznacza moc X, czyli
po prostu liczbe jego elementéw.
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Dziatania na zbiorach - ilustracja
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Dziatania na zbiorach - iloczyn kartezjanski

lloczyn kartezjanski

lloczynem kartezjanskim A x B zbioréw A i B nazywamy zbiér par
(uporzadkowanych, czyli zadanych w konkretnej kolejnosci)
elementéw tych zbioréw takich, ze pierwszy element pary nalezy do
A, a drugi do B.

(a,b) e AxB < (ac ANbEB).

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomiclb. Podstawy logiki matematycznej: zastosow



lloczyn kartezjanski - przyktady

Jesli A={x,y}, a B={y,0,1} to

Ax B={(xy), (x,0),(x,1),(y,y),(.0),(y, 1)}
lloczyn podzbioréw R czesto zaznacza sie na ptaszczyznie, jak ponizej

(1,3) x [~1,4]:
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Prawa logiki i zagadnienia teorii zbioréw

Praw logiki uzywamy do dowodzenia zawieran i réwnosci zbioréw.

Zadanie

Niech A, B C X dla pewnego zbioru X. Udowodni¢, ze
(AN B)¢ = AU B-.

Z definicji réwnosci, mamy udowodni¢ prawdziwo$¢ zdania:

x € (ANB) & x € (A°U B°).
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Logika i zbiory

x€(ANB) & x € (A°U B9)?

Zatozymy lewa strone réwnowaznosci i korzystajac z definicji oraz
praw logiki sprébujemy ja przeksztatci¢ réwnowaznie do prawej:

xe(ANB) e ~(xe ANB)& ~(xe AAx e B)

wykorzystujemy jedno z praw de Morgana:

~(xeAANxEB)& [~ (x€e AV~ (xeB)|&

&S (x€eAVxeEB) e xe (A UB°).

Z przechodnio$ci réwnowaznos$ci otrzymujemy teze.
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Dziatania na wielu zbiorach

Oczywiscie, mozna wykonywa¢ wprowadzone dziatania na wiecej niz
2 zbiorach:

Suma zbioréw A;, A, ..., Ak

k
UA=AUAU...UA

i=1

Przeciecie zbioréw Aq, Ay, ..., Ak:

k
A =ANAN...NA

i=1
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Dziatania na wielu zbiorach

lloczyn kartezjanski A;, As, ..., Ak to zbiér ciaggédw k-elementowych,
ktérych kolejne elementy naleza do kolejnych zbioréw z tej listy:

k
HA;IA1XA2X...XAk.
i=1

W szczegdlnosci, definiujemy:
AT=AXAX...xA,
gdzie iloczyn kartezjanski wystepuje (n — 1) razy.

Dlatego R? = R x R to typowe oznaczenie pfaszczyzny
kartezjanskiej, czyli zbioru par liczb rzeczywistych.
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Przydatne oznaczenia

Moga sie jeszcze czasem przydac oznaczenia:
@ Zbidr wszystkich podzbioréw zbioru A (w tym zbioru pustego i
samego zbioru A): P(A) lub 24.
@ Zbiér wszystkich funkcji z A do B: BA.
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Bramki i sieci logiczne - motywacja

@ Informatyka na poziomie sprzetowym: projektowanie urzadzen,
ktére daja wtasciwe wyniki dla danych wejsciowych.

@ Wyniki i dane mozna przedstawié jako zera i jedynki, co
oznacza, ze zagadnienia projektowania takich uktadéw mozna
zapisac jezykiem logiki.

o Takie uktady nazywamy sieciami logicznymi. Buduje si¢ je z
pojedynczych jednostek: bramek logicznych. Sprzetowe
odpowiedniki tych jednostek sa dostepne na rynku (zwykle
0-brak sygnatu, 1-sygnat).

@ Schematy takich sieci logicznych maja ustandaryzowany sposéb
zapisu.
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Bramki logiczne - symbole

NOT {>C AND D—
on ) >—  wmw | p—
on ) Do——  xor ) do—

Symbole najbardziej podstawowych bramek (zgodne z tzw.
standardem ANSI/IEEE). Przyjmuje sie, ze linie dochodzace do
danego symbolu z lewej strony sa liniami wejSciowymi
(wprowadzajacymi zmienne o warto$ciach 0 lub 1), a po prawej: linig
wyjéciowa (generujaca warto$¢ 0 lub 1).

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomiclb. Podstawy logiki matematycznej: zastosow



Bramki logiczne - symbole

Bramka NOT realizuje zaprzeczenie (czyli warto$¢ zmienia w jej
,dopetnienie”). Bramka AND - koniunkcje (czyli dwie zmienne
przeprowadza w warto$¢ ich koniunkgji), OR - alternatywe, NAND i
NOR s3 ich zaprzeczeniami (zwr6émy uwage na kétka odrézniajace je
od AND i OR), a XOR - alternatywe wykluczajaca. Na kolejnym
slajdzie przypomnienie ich matryc dla sygnatéw x i y.
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Bramki logiczne - symbole

NOT {>o AND D__

x |y | NOT(x) | OR | NOR | AND | NAND | XOR
11 0 1 0 1 0 0
110 0 1 0 0 1 1
01 1 1 0 0 1 1
00 1 0 1 0 1 0
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Sieci logiczne - przyktad

Mate kotko na jakiejs linii w zapisie zastepuje cata bramke NOT, czyli
oznacza przejscie na ,sygnat dopetniajacy” sygnatu tej linii.

X

y

Przedstawiona powyzej bramka realizuje wyrazenie:

~ (xV ~y).
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Sieci logiczne - przyktad

Tak jak mozliwe sg uogdlnienia funktoréw dwdch zmiennych do
funktoréw wiekszej liczby zmiennych, tak bramki AND, OR, NAND i
NOR sa dostepne z wieksza liczbg danych wejsciowych.

2 —
)
z

Przedstawiona powyzej bramka realizuje wyrazenie:

(~x)ANy Az
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Zastosowanie logiki w sieciach

Urzadzenia oparte na sieciach logicznych operuja na gigantyczne;j
liczbie zmiennych i bramek. Stworzenie uktadu, ktéry realizuje
dowolne przejscie od danych do wynikéw jest proste. Ale warto go
zoptymalizowaé, przyktadowo, ze wzgledu na:

o Jak najmniejszg liczbe bramek;

o Jak najmniejsza dtugos¢ najdtuzszego ciggu bramek;

@ Inne, szczegbtowe wymagania zalezne od konkretnego problemu.
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Sieci logiczne - przyktad

Ta sie¢ poprawnie realizuje wyrazenie logiczne:

~[~(xV~y)V(xVZ)Vy.

Ale jest niepotrzebnie skomplikowana.
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Bramki logiczne - symbole

Zbadajmy tabele logiczna tego wyrazenia (kroki posrednie do
sprawdzenia jako zadanie):

~ [~ (Ve y)vixva) vy,
~ I~ (xvry)vixva) vy

OO OO R FF KX
OO R ool <
O~ OOl OoO|FN
=l K==l e
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Bramki logiczne - symbole

Okazuje sie, ze doktadnie taki sam jest wynik duzo prostszego
wyrazenia:

~(xVz)Vy.
~(xVz)Vy

O OO O| ||| | X
OO || OO R I
OR O FH O R O N
O R H O O
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Sieci logiczne - przyktad

~(xVz)Vy.

Jest wyrazone siecig logiczna o wiele prostsza (zuzywajaca mniej
bramek i majaca krétsze ciagi bramek).

=)
, 1>
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Sieci logiczne - przyktad

Podsumowujac, sie¢:

& —g

mozna zastapi¢ duzo prostsza siecia
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Sieci logiczne - algorytmy optymalizac;ji

Generalnie, tworzenie optymalnych sieci logicznych to fascynujace, acz
trudne zagadnienie, ktére da sie w pewnym stopniu zalgorytmizowac.
Wykracza to poza materiat naszego wyktadu. Osobom
zainteresowanym tg tematyka polecam poszukanie informacji o:

o Metodzie tablic Karnaugha;
@ Metodzie Quine'a-McCluskeya.
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