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W tym rozdziale wprowadzimy notacje umozliwiajaca szacowanie
czasu dziatania (a co za tym idzie, szacowanie efektywnosci)
algorytméw. Do tego przyda sie odrobina wiedzy o ciggach.

Od razu zaznacze, ze ta kwestiag zajmiemy sie bardzo pobieznie i w
duzym uproszczeniu.
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Rozwazmy pewien algorytm, ktéry wymaga danych, ktérych licznos¢
oznaczamy przez n (np. sortowanie tablicy n-elementowej,
rozwigzanie uktadu n réwnan itp.). Badanemu algorytmowi
przypisujemy czas jego wykonania, ktéry wynosi t(n) lub prosciej, t,.
Dla wigkszosci algorytméw czas dziatania zalezy od liczby danych, na
ktérych algorym ma wykona¢ dane dziatania, dlatego t, nie jest
pojedyncza liczba, ale raczej ciaggiem, dla n=1,2,.... Poza tym,
czas wykonywania zalezy tez od czynnikéw niezaleznych od
konstrukgcji algorytmu jak np. sprawnosci komputera na ktérym
algorytm bedzie wykonywany i innych kwestii technicznych. Jednak te
kwestie mozna wyeliminowac i, przy pomocy tzw. notacji O, mierzy¢ i
poréwnywacé efektywnos$¢ réznych algoryméw niezaleznie od
czynnikédw zewnetrznych.
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Badanemu algorytmowi przypisujemy czas jego wykonania, ktéry
wynosi t(n) lub prosciej, t,. Dla wiekszosci algorytméw czas dziatania
zalezy od liczby danych, na ktérych algorym ma wykonaé dane
dziatania, dlatego t, nie jest pojedyncza liczba, ale raczej ciagiem, dla
n=12,.... Poza tym, czas wykonywania zalezy tez od czynnikéw
niezaleznych od konstrukgcji algorytmu jak np. sprawnosci komputera
na ktérym algorytm bedzie wykonywany i innych kwestii
technicznych. Jednak te kwestie mozna wyeliminowac i, przy pomocy
tzw. notacji O, mierzy¢ i poréwnywac efektywno$é réznych
algoryméw niezaleznie od czynnikdéw zewnetrznych. Jest to
szczeg6lnie wazne, gdy rozwazamy dwa algorytmy, ktérych efekt
dziafania jest taki sam: cenna jest wiedza, ktéry bedzie dziataé
szybciej, o ile uzywamy duzej ilosci danych.
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Przykfad 1 - ziemniaki

Dany jest worek ziemniakéw. Powiedzmy, ze liczba ziemniakéw w
worku wynosi n: to s3 dane algorytméw, ktére bedziemy rozwazad.
Pierwszy algorytm ma za zadanie sprawdzi¢, czy w worku nie ma
zgnitych ziemniakéw. Robi to w sposéb najprostszy z mozliwych:
pojedynczo sprawdza, czy kazdy kolejny ziemniak jest zgnity, czy nie.
Oczywiscie, jesli wykonanie operacji: ,zbadaj zgnito$¢ ziemniaka"
zajmuje czas 71, to w najgorszym wypadku (konieczno$¢ zbadania
wszystkich ziemniakéw) wykonanie tego algorytmu potrwa n - 71.
tatwo zauwazy¢, ze czas wykonania algorytmu rosnie liniowo wraz ze
wzrostem liczby danych: 2 razy wiecej ziemniakéw oznacza 2 razy
dtuzszy czas dziatania.
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Przykfad 1 - ziemniaki

Dany jest worek ziemniakéw. Powiedzmy, ze liczba ziemniakéw w
worku wynosi n - i to s3 dane algorytméw, ktére bedziemy rozwazac.
Drugi algorytm ma za zadanie sprawdzi¢, czy w worku jest para
ziemniakéw wazaca dokfadnie tyle samo. Znéw robi to w sposéb
najprostszy z mozliwych: po kolei sprawdza wszystkie mozliwe pary
ziemniakéw, az natrafi na wazaca tyle samo. Jesli wykonanie operacji:
~pordwnaj wage pary ziemniakéw" zajmuje czas 7, to w najgorszym
wypadku (kazdy ziemniak innej wagi) wykonanie tego algorytmu
potrwa @ - 15 (kazdy ziemniak mozna poréwnac z n — 1 innymi,
ale wynik trzeba podzieli¢ przez 2, by nie liczy¢ dwa razy np.
poréwnywania ziemniaka pierwszego z drugim i drugiego z
p|erwszym) Dla duzych n mozemy ten czas oszacowac od gory przez
’; T». Oznacza to, ze czas wykonania algorytmu ro$nie w
przyblizeniu kwadratowo wraz ze wzrostem liczby danych: 2 razy

wiecej ziemniakdw oznacza mniej wiecej 4 razy dtuzszy czas dziatania.
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Przykfad 1 - ziemniaki

Co jest istota poréwnania czasu dziatania tych algoryméw? Dla
ustalonego n, trudno powiedzieé, ktéry algorytm wykonuje sie dtuzej,
gdyz nie znamy czaséw 7y i 7, (ktdre zaleza przeciez tez od sprzetu
uzywanego do badania ziemniakéw i innych czynnikéw
zewnetrznych). Dlatego istotne jest inne pytanie: dla ktérego z
algorytméw czas wykonania wydtuza si¢ bardziej w miare zwiekszania
sie ilosci danych. | teraz widzimy, ze dla odpowiednio duzych
2workéw" , algorytm pierwszy zakonczy dziatanie szybciej niz drugi:
np. jesli dla n = 10 drugi algorytm wykonuje sie maksymalnie w 2
sekundy, a pierwszy w 5 sekund, to juz dla n = 100 pierwszy
algorytm zakonczy sie najpdzniej po 50 sekundach, a drugi moze
zaja¢ nawet ponad 3 minuty.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic Ob. Asymptotyka: Notacja O 8/35



Przyktady

Oczywiscie, poréwnywanie czasu wykonania algorytméw, ktére maja
zupetnie inne zadania ma gtéwnie teoretyczna wartos¢ (bo nie
mozemy powiedzied, ze ktérys jest ,lepszy”). Dlatego przyktad
poprzedni byt skonstruowany tylko do celéw ilustracyjnych. Kolejne
dwa przyktady pokaza korzysci wynikajace z istnienia narzedzia
mierzgcego asymptotyczny wzrost czasu wykonania algorytméw:
mozliwosci poréwnania dwdch algorytméw, ktdre mogtyby postuzyé
do tego samego celu.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic Ob. Asymptotyka: Notacja O 9/35



Przykfad 2 - sortowania

Drugim przyktadem beda algorytmy sortowania doskonale znane z
podstaw programowania. Sortowanie babelkowe listy n elementowej w
najprostszej postaci polega na (n — 1)-krotnym przejsciu przez liste, a
w kazdym z tych przej$¢ musimy wykona¢ nie wiecej niz (n — 1)
poréwnan elementéw (i ewentualnie zamieni¢ je miejscami). Dlatego
ostatecznie, wystarczy wykonaé (n — 1)? (najwyzej) operacji
poréwnywania. Zatem ciag t, dla tego algorytmu rosnie
proporcjonalnie do kwadratu dtugosci listy.
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Przykfad 2 - sortowania

Z kolei mozna udowodnié, ze sortowanie przez scalanie (merge sort)
zajmuje czas proporcjonalny do nlog n (gdzie n to dtugos¢ listy, a log
ma domyslng podstawe 2). By rozstrzygna¢, ktéry z tych ciagéw ma
mniejszy przyrost zuzycia czasu, wystarczy sie dowiedzieé, czy
szybciej roénie ciag n?, czy tez nlog n (co za chwile sie okaze).
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Przykfad 3 - uktady réwnan liniowych

Na algebrze i metodach numerycznych zapoznali lub zapoznaj3 sie
Panstwo z wieloma metodami rozwigzywania uktadéw réwnan
liniowych. Niektére z nich s znaczaco lepsze od innych. Na przyktad,
jesli przez n oznaczymy wymiar macierzy gtéwnej ukfadu, to czas
zuzywany przez metode wyznacznikowa, oparta o wzory Cramera,
roénie proporcjonalnie do n!, a czas zuzywany przez metody operacji
elementarnych (np. metoda Gaussa-Jordana) rosnie proporcjonalnie
do nd.
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Wstepne uwagi

Niech t, oznacza czas, w jakim program poradzi sobie z danymi
wielkosci n. Na jakie aspekty ciagu (t,)7°,; powinniémy zwracac
uwage? Nie wszystkie oczywiste zmiany wielkosci t, majg znaczenie:

@ Pomnozenie kolejnych wyrazéw ciggu t przez stata: mozna to
uzyska¢ uzywajac szybszego lub wolniejszego sprzetu.

@ Dodanie jakiej$ statej zmienia jeszcze mniej niz przemozenie.

@ Istotna nie jest sama wartosc¢ t,, ale szybkos$¢, z jaka ta wielko$¢
roénie dla duzych n: czy roénie tak szybko jak n, n? 2", a moze
log n lub jakas inna funkcja.

Musimy zatem ,tylko” doktadnie okresli¢, co mamy na mysli méwiac
.roénie tak szybko jak...".
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Definicja

Jesli dane s3 dwa ciagi: (£,)02; i (5,)7%; o wartosciach rzeczywistych
nieujemnych to méwimy, ze t, = O(s,) (czytamy: ,t, jest O od s,")
jesli dla duzych n wartosci ciggu t s3 nie wieksze niz wartosci ciagu s
pomnozonego przez pewna stata. Bardziej formalnie:

E|C>OE|no€an>no | tn’ < C|5n| .

4

Zauwazmy, ze to oznaczenie jest tylko oszacowaniem od goéry! Mozna
taki zapis nieformalnie odczytywac jako ,t, rosnie nie szybciej niz
s, , ale t, moze rosna¢ dowolnie wolno!
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Niefortunna notacja

Tradycyjna notacja t, = O(s,) jest niezbyt przemyslana, gdyz znak =
moze wprowadza¢ w btad. Oznacza on tutaj , jest”, ale w zadnym
sensie nie oznacza réwnosci. Na przyktad, nie wyraza symetrii:
wyrazenie O(s,) = t, nie ma sensu, a jest mozliwe (i raczej typowe),
ze t, = O(s,), ale s, # O(t,).

Dlatego, bardziej poprawny matematycznie i mniej mylacy bytby zapis
t, € O(s,). Jednakze, notacja t, = O(s,) utarfa sie juz w literaturze
(zwtaszcza informatycznej), wiec bedziemy jej uzywad.
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Notacja O - przyktad

t, = 6n* + 20n* + 2000 jest O(n").

Zeby to udowodnié, wystarczy zauwazyé, ze dla n > 1 zachodzi

6n* +20n° + 2000 < 6n* + 20n* + 2000n* < 2026n*.

Zauwazmy przy okazji, ze 6n* + 20n? + 2000 < 2026n* < 2026n°,
wiec t, jest tez O(n®). Z drugiej strony, t, nie jest np. O(n%), bo dla
kazdego C, jesli n > < to 6n* + 20n% + 2000 > 6n* = 6n - n* > Cn®.
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Twierdzenie o granicach i notacji O

Granice i notacja O

Zatézmy, ze (t,)02; i (s,)52; sa ciggami o wartosciach nieujemnych,
takimi, ze lim 2 istnieje. Wtedy:

| Jezeli lim 2 =0, to t, = O(s,), ale s, # O(ty).

Il. Jezeli lim = = oo, to s, = O(t,), ale t, # O(s,).

n—oo =n

1. Jezeli lim b e (0,00), to t, = O(sp) i sn = O(t).

— 00 =2n

Twierdzenie wynika natychmiast z definicji notacji O i z definicji
granicy ciagu.
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Notacja O - przyktad

log n = O(n), ale n # O(log n).

Wystarczy zauwazy¢, ze logn = 12-2 i skorzysta¢ z faktu obliczonego
w poprzedniej prezentacji: lim '"T” = 0, a nastepnie z twierdzenia o
n—oo

granicach i notacji O.

t, = 6n* + 2002 + 2000 jest O(n*).

Prostszy dowdd na podstawie twierdzenia o granicach i notacji O:
wystarczy zauwazy¢, ze

. 6n*+20n°%+ 2000
lim =

n—o0 n*

6 € (0, 00).
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Notacja O - przyktad uogdlniony

/Ztozonos$¢ wielomiandw

Jesli t, jest wielomianem stopnia k, to t, jest O(n*) i nie jest O(r¥)
dla j < k.

Dowdd jest natychmiastowy na podstawie znajomosci granic typu
.wielomian przez wielomian”.

Ze wzgledu na powyzsza wtasnos¢ w poczatkowych przyktadach
algorytmy o czasach wykonania ﬂ”2;12 -ty i (n—1)? traktowatem jako
»algorytmy o kwadratowym wzroécie zuzycia czasu”, czyli formalnie
jako algorytmy o czasie wykonania typu O(n?).

Powstaje teraz pytanie: w jaki sposéb notacja O porzadkuje czasowa
efektywnos¢ algorytmoéw?
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Czasowa ztozonos¢ obliczeniowa

Czasowa ztozono$¢ obliczeniowa

Jesli a, i b, oznaczaja ciagi czaséw wykonania odpowiednio
algorytméw A i B oraz a, = O(b,), ale nie jest prawda, ze
b, = O(a,), to méwimy, ze B ma wieksza czasowa ztozonos¢
obliczeniowa niz algorytm A.

W przysztosci bedziemy pomijaé stowo ,czasowa”, gdyz to jedyny typ
ztozonosci, ktéry w ramach tego wyktadu bedziemy omawiac.
Zazwyczaj takie okreslenie oznacza, ze algorytm A jest preferowany w
stosunku do B, gdyz dla duzych ilosci danych dziata szybciej.
Oczywiscie, w konkretnych zastosowaniach, algorytm o wiekszej
czasowej ztozonosci obliczeniowej nie musi by¢ gorszy (bo moze
nadrabia¢ innymi zaletami), a nawet nie musi by¢ wolniejszy dla
matych zbioréw danych.
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Przykfad - ziemniaki

W pierwszym przyktadzie z tego wyktadu, poszukiwanie zgnitego
ziemniaka w worku miato czas wykonania n7y (dla pewnego

71 € R}). W drugim przykfadzie - poréwnywanie ziemniakéw miato
czas wykonania @TQ (dla pewnego 7, € R, ). Obliczamy granice:

) nTy . 27
n—oo > T n—oo (n — ]_)7-2

Stad nry = O(@Tg), ale @7’2 # O(nt1), czyli pierwszy z tych
algorytméw ma mniejsza ztozonos¢ obliczeniows.
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Przykfad - sortowanie

Sortowanie babelkowe ma maksymalny czas wykonania t;(n — 1)?, a
sortowanie przez scalanie - w przyblizeniu tonlogn, t, t, € R,
Pierwszy z tych algorytmédw ma wieksza ztozonos¢ obliczeniowa, gdyz

ti(n —1)?
lim —1(n ) =
n—oco tynlogn

t1 .. (X—].)2 H b 2x — 2 H
— lim ~—> == lm ———5 =
t, x—° xlog x ty x> log x + 55
Ht . 2
= — lim —4— =00

t2X OoX|n2

Zatem dla duzych zbioréw danych sortowanie przez scalanie bedzie

wykonywane szybcie;.
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Przyktad - uktady réwnan liniowych

Rozwigzywanie uktadéw réwnan liniowych metoda Gaussa-Jordana
jest wykonywane w przyblizeniu w czasie an®, a metoda wzoréw
Cramera - w czasie bn!, gdzie n jest liczbg réwnan, a a, b € R.
Obliczamy granice:

_an’® . an®
[im — = lim

n—oo pnl  n=c bn(n —1)(n—2)(n—3)(n —4)!

=0,
bo juz sama granica nIergo bn(n—l)?r,iZ)(n—3) = 0. Zatem dla duzych

uktadéw réwnan, rozwigzywanie metoda Gaussa-Jordana jest duzo
szybsze.
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Przechodnios¢ czasowej ztozonosci obliczeniowe;

Przechodnio$¢ czasowej ztozonosci obliczeniowe]

Jesli f(n) = O(g(n)) i g(n) = O(h(n)), to f(n) = O(h(n)).

W szczegéblnosci, algorytm B ma wiekszg czasowa ztozonos¢
obliczeniowa niz algorytm A, a algorytm C ma wieksza czasowa
ztozono$¢ obliczeniowa niz algorytm B, to algorytm C ma wieksza
czasowa ztozonos$¢ obliczeniowa niz algorytm A.

To twierdzenie moéwi, ze poréwnywanie algorytmdw przez czasowa
ztozono$¢ obliczeniowa ma sens i ustawia je w pewnej hierarchii.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic Ob. Asymptotyka: Notacja O 24 /35



Twierdzenie o hierarchii

Twierdzenie o hierarchii

Oto hierarchia najbardziej znanych ciagéw uporzadkowanych w ten
sposdb, ze kazdy z nich jest O od wszystkich ciaggéw na prawo od
niego:

1,log n, n™, n®, n,nlogn, n®, n% a" b" nl,n"

)

dla dowolnych rzeczywistych dodatnich a; < ap, <1< By < (> i
l<a<b.

1 oznacza tu ciag stale réwny 1, ktéry w ogdle nie ro$nie. Ztozono$é
O(1) odpowiada algorytmom, ktére dziatajg w czasie statym, czyli
takim, ktérych czas dziatania nie zalezy od liczby danych, z ktorymi
pracujemy.
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Wzér Stirlinga

Uporzadkowanie wiekszosci z twierdzenia o hierarchii tatwo uzasadnié
dotychczasowymi metodami. Dla ciggéw o duzej ztozonosci
obliczeniowej (przy prawym koncu hierarchii), przydaje sie stawny
wzér Stirlinga.

Wzér Stirlinga

Dla duzych n mamy przyblizone oszacowanie:

Formalnie:

L O
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Hierarchia - przykfad

Wzér Stirlinga

, n! B
AT, Vamn () L

Na przyktad, z tego wzoru wynika, ze

n! n! \2mn

lim — = lim ——— - lim d
n—oo n n—oo  /[orn (g) n—oo @ n—oo @

Zatem n! = O(n"), ale O(n") # n!.
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Hierarchia - uwagi

Notacja O podaje nam jedynie gérne ograniczenie na ztozono$¢é
obliczeniowa. W takim wypadku zawsze interesuje nas ograniczenie
jak najmniejsze (bo wszystkie wigksze wynikaja z niego). Wré¢my do
przykfadu z t, = 6n* + 20n% + 2000. Wiemy, ze t, = O(n*). Zgodnie
z twierdzeniem o hierarchii jest tez t, = O(n®) i ogdlnie t, = O(n¥)
dla k > 4, a tym bardziej t, = O(2") i t, = O(n!). Jednak te
wszystkie ograniczenia wynikaja z ograniczenia najmniejszego, czyli
O(n*) i dlatego wtasnie t, = O(n*) jest najbardziej interesujaca
odpowiedzig na pytanie o czasowa ztozono$¢ obliczeniowg algorytmu
o czasie wykonania t,.

W takiej sytuacji, im bardziej ,na lewo” w przedstawionej wczesniej
hierarchii da sie umiesci¢ ciag czaséw wykonania algorytmu, tym
lepiej (tj. tym mniejsza jest czasowa ztozono$¢ obliczeniowa).
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Hierarchia - wzrost wielomianowy

Wzrost wielomianowy

Ciag t, rosnie wielomianowo gdy t, = O(n™) dla pewnego m € N.

W uproszczeniu, tylko algorytmy, ktérych czas rosnie wielomianowo
s uwazane za praktyczne, jesli mozemy mieé do czynienia z duzymi
zbiorami danych przy ich wykonywaniu (to kryterium jest znane jako
teza Cobhama-Edmondsa). W praktyce, najbardziej pozadany (cho¢
nie zawsze osiggalny) jest czas dziatania rzedu O(n) lub O(nlog n).
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Wzrost wielomianowy i niewielomianowy

Przyktad

Zatézmy, ze dla kogo$ maksymalny czas rozwigzania nieosobliwego
uktadu 3 réwnan liniowych wynosi 5 minut metoda wzoréw Cramera i
10 minut metoda operacji elementarnych. Zakfadajac, ze jego tempo
wykonywania odpowiednich operacji jest state (i sie nie myli), jak
mozna oszacowac jego maksymalny czas rozwigzania nieosobliwego
uktadu 6 réwnan liniowych obydwiema metodami?

Maksymalny czas wykonania metody operacji elementarnych jest
O(n?), dlatego rozwiazywanie uktadu 6 réwnan liniowych ta metoda
powinno zajaé okoto g—i = 8 razy dtuzej niz ukfadu 3 réwnan, czyli 80
minut.Z kolei dla metody wzoréw Cramera (O(n!)) odpowiedni

6!

stosunek wynosi 3; = 120, wigc na rozwigzanie takiego uktadu

trzebaby przeznaczy¢ 10 godzin!
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Dziatania na notacji O

W dalszej czesci wyktadu nie bedziemy sie zajmowac obliczaniem
ztozonosci obliczeniowej poszczegdlnych algorytméw - generalnie
bede podawat ich czasowg ztozono$¢ ,,na wiare”.

Na koniec chciatbym tylko podaé jeszcze twierdzenie, ktére umozliwia
wykonywanie dziatah na notacji O.
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Dziatania na notacji O - twierdzenie

Dziatania na symbolach O

Zachodza nastepujace zaleznosci:

a) Jesli b, = O(a,) i k jest stata, to kb, = O(a,).

b) Jesli b, = O(a,) i c, = O(an), to b, + ¢, = O(a,).

c) Jesli b, = O(a,) i d, = O(cy), to b, + d, = O(max{a,, c,}).
d) Jesli b, = O(a,) i d, = O(c,), to b, - d, = O(a, - c,).
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Dziatania na notacji O - twierdzenie

Dziatania na symbolach O

a) Jesli b, = O(a,) i k jest stata, to kb, = O(ap,).
b) Jesli b, = O(a,) i c, = O(an), to b, + ¢, = O(a,).

Z punktu a) wynika, ze jesli jaka$ procedura polega na wykonaniu
jakiego$ algorytmu skonczong liczbe razy (k) to ztozono$¢ catej
procedury jest taka, jak ztozono$¢ powtarzanego algorytmu.

Z punktu b) wynika, ze jesli dwa algorytmy maja te sama ztozono$¢
obliczeniowa i procedura polega na wykonaniu tych dwéch
algorytmoéw, to ztozonos¢ procedury jest taka sama jak ztozonos¢
tych algorytmow.
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Dziatania na notacji O - twierdzenie

Dziatania na symbolach O

c) Jesli b, = O(a,) i d, = O(cn), to b, + d, = O(max{a,, c,}).
d) Jesli b, = O(a,) i d, = O(c,), to b, - d, = O(a, - c,).

Z punktu c) wynika, ze jesli jaka$ procedura polega na wykonaniu
dwdéch algorytmoéw, to jej ztozonos¢ jest réwna ztozonosci bardziej
ztozonego z tych algorytméw.

Z punktu d) wynika, ze jesli procedura polega na wykonaniu
algorytmu w takiej liczbie powtérzen, jaka wyznacza drugi algorytm
(np. jeden algorytm determinuje ilo$¢ wykonan petli, w ktérej kazdym
kroku wykonywany jest drugi algorytm), to ztozono$¢ procedury jest
iloczynem ztozonosci algorytméw.
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Uwaga koncowa

Notacja O nie podaje oszacowania z dotu na czas dziatania
algorytmu. W szczegdlnosci, jesli jakis algorytm ma czas dziatania
typu O(n?), to nic nie wyklucza faktu, ze moze tez by¢ O(n) (cow
wielu wypadkach bardzo by nas cieszyto). Wszystkie programy bedace
O(n) sa tez O(n?). Istnieje notacja podobna do O, opisujaca
ograniczenia na ztozono$¢ od dotu za pomocg symbolu 2. W ramach
tego wyktadu nie bedziemy sie nig zajmowac.
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