
Teoria grafów - zestaw 1

Podstawowe informacje o grafach

Zadanie 1. Za pomoc¡ teorii grafów omówi¢ klasyczn¡ zagadk¦:
Gospodarz szedª na targ sprzeda¢ kapust¦ i koz¦. Dla ochrony zabraª ze sob¡ oswojonego
wilka. By dotrze¢ na targ, musiaª przekroczy¢ rzek¦ ªódk¡. Niestety, miaª tak maª¡
ªódk¦, »e mógª si¦ w niej zmie±ci¢ tylko gospodarz i najwy»ej jeden z obiektów: kapusta,
koza, wilk. Ponadto, gospodarz musiaª by¢ w ªódce, by ta mogªa przekroczy¢ rzek¦.
Je±li w jakim± momencie na tym samym brzegu rzeki b¦d¡ koza i kapusta, a nie b¦dzie
gospodarza, koza zje kapust¦. Je±li koza z wilkiem b¦dzie na tym samym brzegu bez
gospodarza, to wilk zje koz¦. W jaki sposób gospodarz mo»e bezpiecznie znale¹¢ si¦ wraz
z kapust¡, koz¡ i wilkiem na drugim brzegu rzeki?
Kroki post¦powania:

I. Wszystkie mo»liwe ustawienia gospodarza, kapusty, kozy i wilka zapisa¢ jako 4-elementowe
ci¡gi liter L i P, gdzie L oznacza, »e dany obiekt jest na lewym brzegu rzeki (powiedzmy,
»e stamt¡d startuj¡), a P oznacza, »e dany obiekt jest na prawym brzegu rzeki (tam
wszyscy maj¡ si¦ znale¹¢). Na przykªad LLPP opisuje sytuacj¦, w której gospodarz i
kapusta s¡ na lewym brzegu rzeki, a koza na prawym. Ile jest takich sytuacji?
II. W naszym gra�e wierzchoªkami b¦d¡ �legalne� sytuacje, czyli te, które s¡ dopuszczone
przez warunki zadania. Na przykªad wspomniane LLPP jest �nielegalne� bo wilk i koza
s¡ na tym samym brzegu bez gospodarza. Ile jest takich wierzchoªków?
III. Tworzymy kraw¦dzie mi¦dzy wierzchoªkami, mi¦dzy którymi mo»na przej±¢ za po-
moc¡ jednego przepªyni¦cia rzeki. S¡ to wierzchoªki, które ró»ni¡ si¦ pierwsz¡ liter¡
(bo gospodarz zawsze przepªywa) i co najwy»ej jedn¡ inn¡ (bo tylko jeden obiekt mo»e
wzi¡¢). Ile ten graf ma kraw¦dzi?
IV. Poda¢ wszystkie drogi proste prowadz¡ce z wierzchoªka LLLL do PPPP - s¡ to naj-
efektywniejsze rozwi¡zania zadania. Jaka jest ich dªugo±¢?
Zadanie 2. Dla grafu z pierwszego zadania, odpowiedzie¢ na poni»sze pytania i zasta-
nowi¢ si¦ nad tym, jakie interpretacje maj¡ te pytania i odpowiedzi:
a) Czy ten graf jest skierowany, czy nieskierowany?
b) Czy ten graf jest prosty?
c) Jaki jest stopie« ka»dego wierzchoªka tego grafu? Czy ma wierzchoªki izolowane i
ko«cowe? Jaki jest stopie« maksymalny i minimalny tego grafu? Czy ten graf jest
regularny?
d) Sprawdzi¢ lemat o u±ciskach dªoni dla tego grafu.
e) Co w tym gra�e oznacza droga, która nie jest prosta? Dlaczego rozwa»ali±my w
poprzednim zadaniu drogi proste jako najefektywniejsze rozwi¡zania zadania?
f) Czy ten graf posiada cykl? Wskaza¢ ten cykl, je±li istnieje.
g) Czy ten graf jest drzewem?
h) Ile ten graf ma skªadowych spójnych?
i) Wskaza¢ mosty i wierzchoªki rozspajaj¡ce tego grafu.
Zadanie 3. Graf o 21 kraw¦dziach ma 7 wierzchoªków stopnia 1, 3 wierzchoªki stopnia
2, 7 wierzchoªków stopnia 3, a pozostaªe wierzchoªki stopnia 4. Ile ten graf ma wierzchoª-
ków? (wskazówka - lemat o u±ciskach dªoni)
Zadanie 4. Narysowa¢ lub ustali¢, »e nie istnieje graf o sze±ciu wierzchoªkach, które
maj¡ odpowiednio stopnie:
a) (5, 5, 5, 5, 3, 3); b) (5, 4, 3, 2, 2, 1).
Czy mo»liwe jest, »eby taki graf byª prosty?
Zadanie 5. W¦»e zjadaj¡ »aby, a ptaki zjadaj¡ paj¡ki. Ptaki i paj¡ki zjadaj¡ owady.
�aby jedz¡ ±limaki, paj¡ki i owady. Narysowa¢ graf skierowany reprezentuj¡cy te zale»-
no±ci. Nast¦pnie odpowiedzie¢ na pytania:
a) Dla ka»dego wierzchoªka wyznacz jego stopie« wchodz¡cy i wychodz¡cy. Sprawdzi¢
lemat o u±ciskach dªoni dla tego grafu.
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b) Czy ten graf jest acykliczny? A jego graf podstawowy? Je±li nie, poda¢ przykªadowy
cykl.
c) Czy graf podstawowy tego grafu jest drzewem?
d) Czy ten graf jest spójny?
Zadanie 6. Dowolnie zetykietowa¢ kraw¦dzie grafu z zadania 5 i wypisa¢ dla niego
macierze incydencji i s¡siedztwa.
Zadanie 7. Narysowa¢ grafG = (V,E), w którym V = {A,B,C,D}, E = {{A,B}, {B,C},
{C,D}, {A,C}, {B,D}}. Zapisa¢ macierze incydencji, s¡siedztwa i Laplace'a tego grafu.
Zadanie 8. Poni»sza macierz jest macierz¡ incydencji grafu nieskierowanego G.

A(G) =


0 0 1 1 1 1 1 0
0 1 0 1 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 1
1 0 1 0 1 0 1 0
1 1 0 0 0 1 0 0

 .

Odczyta¢ z niej (bez rysowania grafu) nast¦puj¡ce informacje:
a) Liczba wierzchoªków i kraw¦dzi.
b) Stopie« ka»dego wierzchoªka, stopie« maksymalny grafu.
c) Liczba p¦tli i kraw¦dzi wielokrotnych grafu.
Nast¦pnie narysowa¢ graf G (wierzchoªki i kraw¦dzie zetykietowa¢ alfabetycznie). Wska-
za¢ mosty i wierzchoªki rozspajaj¡ce tego grafu.
Zadanie 9. Poni»sza macierz jest macierz¡ s¡siedztwa grafu nieskierowanego H.
Odczyta¢ z niej (bez rysowania grafu) nast¦puj¡ce informacje:

B(H) =


0 1 1 2 0
1 0 0 0 1
1 0 0 1 1
2 0 1 0 0
0 1 1 0 0

 .

a) Liczba wierzchoªków.
b) Ile wynosi stopie« ka»dego wierzchoªka? Ile wobec tego jest kraw¦dzi w gra�e?
c) Liczba p¦tli i kraw¦dzi wielokrotnych grafu.
Nast¦pnie narysowa¢ graf H (wierzchoªki i kraw¦dzie zetykietowa¢ alfabetycznie). Wska-
za¢ mosty i wierzchoªki rozspajaj¡ce tego grafu.
Zadanie 10. Poni»sza macierz jest macierz¡ s¡siedztwa grafu skierowanego K.

B(K) =


0 1 0 1
0 1 0 1
1 0 1 0
1 1 0 0

 .

Odczyta¢ z niej (bez rysowania grafu) nast¦puj¡ce informacje:
a) Liczba wierzchoªków.
b) Ile wynosi stopie« wej±ciowy i wyj±ciowy ka»dego wierzchoªka? Ile wobec tego jest
kraw¦dzi w gra�e?
c) Liczba p¦tli i kraw¦dzi wielokrotnych grafu.
Nast¦pnie narysowa¢ graf K (wierzchoªki i kraw¦dzie zetykietowa¢ alfabetycznie) i wypi-
sa¢ w postaci listy funkcj¦ ϕ jego kraw¦dzi.
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Zadanie 11. Dla poni»szych par grafów wypisa¢ macierze incydencji i zbada¢, czy s¡
to grafy izomor�czne (za pomoc¡ tych macierzy lub nie). Poda¢ izomor�zm grafów lub
uzasadni¢, dlaczego izomor�zm mi¦dzy nimi nie istnieje.
a)

b)

Zadanie 12. Które pary grafów przedstawionych na rysunku poni»ej s¡ izomor�czne,
je±li w ogóle takie istniej¡? Uzasadni¢ odpowied¹ opisuj¡c izomor�zm lub wyja±niaj¡c,
dlaczego taki nie istnieje.


