Teoria grafow - zestaw 1

Podstawowe informacje o grafach

Zadanie 1. Za pomocg teorii graféw omowi¢ klasyczna zagadke:

Gospodarz szedl na targ sprzedac¢ kapuste i koze. Dla ochrony zabrat ze sobg oswojonego
wilka. By dotrze¢ na targ, musial przekroczyé¢ rzeke todka. Niestety, mial tak mata
todke, ze mogt sie w niej zmiesci¢ tylko gospodarz i najwyzej jeden z obiektow: kapusta,
koza, wilk. Ponadto, gospodarz musial by¢ w tédce, by ta mogla przekroczy¢ rzeke.
Jesli w jakim$ momencie na tym samym brzegu rzeki beda koza i kapusta, a nie bedzie
gospodarza, koza zje kapuste. Jesli koza z wilkiem bedzie na tym samym brzegu bez
gospodarza, to wilk zje koze. W jaki spos6b gospodarz moze bezpiecznie znalezé sie wraz
z kapusta, koza 1 wilkiem na drugim brzegu rzeki?

Kroki postepowania:

I. Wszystkie mozliwe ustawienia gospodarza, kapusty, kozy i wilka zapisa¢ jako 4-elementowe
ciagi liter L i P, gdzie L oznacza, ze dany obiekt jest na lewym brzegu rzeki (powiedzmy,
ze stamtad startuja), a P oznacza, ze dany obiekt jest na prawym brzegu rzeki (tam
wszyscy maja sie znalez¢). Na przyklad LLPP opisuje sytuacje, w ktorej gospodarz i
kapusta sa na lewym brzegu rzeki, a koza na prawym. Ile jest takich sytuacji?

IT. W naszym grafie wierzchotkami beda ,legalne” sytuacje, czyli te, ktére sa dopuszczone
przez warunki zadania. Na przyktad wspomniane LLPP jest ,nielegalne” bo wilk i koza
sg na tym samym brzegu bez gospodarza. Ile jest takich wierzchotkow?

III. Tworzymy krawedzie miedzy wierzchotkami, miedzy ktorymi mozna przejsé za po-
moca jednego przeptyniecia rzeki. Sa to wierzchotki, ktore roznig sie pierwszg litera
(bo gospodarz zawsze przeplywa) i co najwyzej jedna inna (bo tylko jeden obiekt moze
wziac¢). Ile ten graf ma krawedzi?

IV. Podaé¢ wszystkie drogi proste prowadzace z wierzchotka LLLL do PPPP - s3 to naj-
efektywniejsze rozwigzania zadania. Jaka jest ich dtugosé¢?

Zadanie 2. Dla grafu z pierwszego zadania, odpowiedzie¢ na ponizsze pytania i zasta-
nowi¢ sie nad tym, jakie interpretacje maja te pytania i odpowiedzi:

a) Czy ten graf jest skierowany, czy nieskierowany?

b) Czy ten graf jest prosty?

c) Jaki jest stopienn kazdego wierzcholka tego grafu? Czy ma wierzchotki izolowane i
konicowe? Jaki jest stopien maksymalny i minimalny tego grafu? Czy ten graf jest
regularny?

d) Sprawdzi¢ lemat o usciskach dloni dla tego grafu.

e) Co w tym grafie oznacza droga, ktora nie jest prosta? Dlaczego rozwazaliSmy w
poprzednim zadaniu drogi proste jako najefektywniejsze rozwiazania zadania?

f) Czy ten graf posiada cykl? Wskazac ten cykl, jesli istnieje.

g) Czy ten graf jest drzewem?

h) Ile ten graf ma sktadowych spojnych?

i) Wskaza¢ mosty i wierzcholki rozspajajace tego grafu.

Zadanie 3. Graf o 21 krawedziach ma 7 wierzchotkéw stopnia 1, 3 wierzchotki stopnia
2, 7 wierzchotkéw stopnia 3, a pozostale wierzchotki stopnia 4. Tle ten graf ma wierzchot-
kow? (wskazowka - lemat o usciskach dloni)

Zadanie 4. Narysowa¢ lub ustali¢, ze nie istnieje graf o sze$ciu wierzchotkach, ktore
maja odpowiednio stopnie:

a) (5,5,5,5,3,3); b) (5,4,3,2,2,1).

Czy mozliwe jest, zeby taki graf byl prosty?

Zadanie 5. Weze zjadaja zaby, a ptaki zjadaja pajaki. Ptaki i pajaki zjadaja owady.
Zaby jedza $limaki, pajaki i owady. Narysowaé graf skierowany reprezentujacy te zalez-
nosci. Nastepnie odpowiedzie¢ na pytania:

a) Dla kazdego wierzchotka wyznacz jego stopien wchodzacy i wychodzacy. Sprawdzi¢

lemat o usciskach dtoni dla tego grafu.
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b) Czy ten graf jest acykliczny? A jego graf podstawowy? Jesli nie, podaé¢ przyktadowy
cykl.

c) Czy graf podstawowy tego grafu jest drzewem?

d) Czy ten graf jest spojny?

Zadanie 6. Dowolnie zetykietowa¢ krawedzie grafu z zadania 5 i wypisa¢ dla niego
macierze incydencji i sasiedztwa.

Zadanie 7. Narysowa¢ graf G = (V, E), wktorym V = {A, B,C, D}, E = {{A, B},{B,C},
{C,D},{A,C},{B, D}}. Zapisa¢ macierze incydencji, sasiedztwa i Laplace’a tego grafu.
Zadanie 8. Ponizsza macierz jest macierza incydencji grafu nieskierowanego G.
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Odczytaé 7z niej (bez rysowania grafu) nastepujace informacje:

a) Liczba wierzchotkow i krawedzi.

b) Stopien kazdego wierzchotka, stopiefi maksymalny grafu.

c¢) Liczba petli i krawedzi wielokrotnych grafu.

Nastepnie narysowac graf G (wierzchotki i krawedzie zetykietowa¢ alfabetycznie). Wska-
za¢ mosty i wierzchotki rozspajajace tego grafu.

Zadanie 9. Ponizsza macierz jest macierzg sgsiedztwa grafu nieskierowanego H.
Odczytaé z niej (bez rysowania grafu) nastepujace informacje:
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a) Liczba wierzchotkow.

b) Tle wynosi stopien kazdego wierzchotka? Tle wobec tego jest krawedzi w grafie?

¢) Liczba petli i krawedzi wielokrotnych grafu.

Nastepnie narysowaé graf H (wierzcholki i krawedzie zetykietowa¢ alfabetycznie). Wska-
za¢ mosty 1 wierzchotki rozspajajace tego grafu.

Zadanie 10. Ponizsza macierz jest macierza sasiedztwa grafu skierowanego K.
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Odczytaé¢ z niej (bez rysowania grafu) nastepujace informacje:

a) Liczba wierzchotkow.

b) Tle wynosi stopieri wejsciowy i wyjsciowy kazdego wierzchotka? Tle wobec tego jest
krawedzi w grafie?

c) Liczba petli i krawedzi wielokrotnych grafu.

Nastepnie narysowaé graf K (wierzchotki i krawedzie zetykietowaé alfabetycznie) i wypi-
sa¢ w postaci listy funkcje ¢ jego krawedzi.
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Zadanie 11. Dla ponizszych par graféow wypisa¢ macierze incydencji i zbadaé, czy sa
to grafy izomorficzne (za pomoca tych macierzy lub nie). Poda¢ izomorfizm grafow lub
uzasadnié¢, dlaczego izomorfizm miedzy nimi nie istnieje.

a)

H

Zadanie 12. Ktore pary graféow przedstawionych na rysunku ponizej sa izomorficzne,
jesli w ogole takie istnieja? Uzasadni¢ odpowiedz opisujac izomorfizm lub wyjasniajac,
dlaczego taki nie istnieje.

®—© (1)
0—)




