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Drzewo uporzadkowane

Cho¢ drzewo poszukiwan binarnych jest bardzo praktyczne, gdy
chcemy, by program miat szybki dostep do opartej na nim bazy
danych, to w praktyce nie zawsze takie bazy danych sie tworzy (np.
typowa struktura katalogéw zazwyczaj dopuszcza wiecej niz dwa
podkatalogi kazdego katalogu). Dlatego taka definicje warto uogdlnié:

Drzewo uporzadkowane

Jedli dla kazdego wezta drzewa z wyrdznionym korzeniem jego dzieci
tworza zbiér uporzadkowany, to méwimy, ze drzewo jest
uporzadkowane. Na rysunku, tak uporzadkowane dzieci rysujemy od
strony lewej do prawej. Kolejno$¢ dzieci u i v zapisujemy u < v
(nawet jesli nie maja etykiet liczbowych).
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Drzewo uporzadkowane - uwagi

e Typowym porzadkiem ,nieliczbowym” ustawiania dzieci w
kolejnosci moze by¢ porzadek alfabetyczny.

o W szczegdlnosci, drzewo poszukiwan binarnych byto
uporzadkowane - lewe dziecko poprzedzato prawe.

@ Od tego momentu, o wszystkich drzewach, ktére sie pojawia,
zaktadamy, ze s3 uporzadkowane.
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Algorytmy przechodzenia drzewa

Algorytmy przechodzenia drzewa

Algorytm przechodzenia drzewa nazywamy algorytm, ktéry odwiedza
wszystkie wierzchotki skonczonego uporzadkowanego drzewa z
wyréznionym korzeniem i ustawia je w cigg wedtug pewnej reguty.

Warto zauwazy¢, ze w praktyce przechodzenie drzewa sprowadza sig¢
do wykorzystania jednego z algorytméw przeszukiwania grafu
(potencjalnie z dodatkowymi zasadami kolejno$ci wypisywania
wierzchotkéw) zastosowanego do drzew.

Trzy najbardziej popularne takie algorytmy s3 oparte na algorytmie
przeszukiwania w gtab. Sa to PREORDER, POSTORDER i
INORDER (przy czym ten trzeci dziata tylko dla drzew binarnych),
ustawiajace wierzchotki w porzadkach odpowiednio prefiksowym,
postfiksowym i infiksowym. Wszystkie te algorytmy s3a rekurencyjne.
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Porzadek prefiksowy

Porzadek prefiksowy

Porzadek prefiksowy drzewa z wyréznionym korzeniem to takie
uporzadkowanie wierzchotkéw, w ktérym korzen drzewa umieszczamy
na poczatku listy, a dalej znajduja sie poddrzewa uporzadkowane w
kolejnosci swoich korzeni (rysunkowo: kolejnos¢ od lewej do prawej).
Innymi stowy, dzieci w tym porzadku pojawiaja sie po rodzicach.

Tworzy sie go algorytmem PREORDER.
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Porzadek prefiksowy - przyktadowe zastosowania

Porzadek prefiksowy uzywany jest w sytuacjach, gdy pewng operacje
musimy wykona¢ wpierw na rodzicach, by méc wykona¢ ja na dzieciach.

@ Kopiowanie drzew: najczesciej drzewo bedace kopig innego najtatwiej
tworzy¢ ,,od géry”, dodajac wierzchotki dopiero wtedy, gdy mozna je
przytaczy¢ do ich rodzicéw.

@ Gdy drzewo z wyréznionym korzeniem interpretujemy jako graf
skierowany, porzadek prefiksowy zadaje etykietowanie
uporzadkowane.

@ Notacji polska (wynaleziona w 1929 roku przez Jana tukasiewicza),
czyli beznawiasowy zapis wyrazen logicznych i arytmetycznych:
najpierw dziatanie, a potem obiekty na ktérym jest wykonywane (na
przyktad 2 x (3 + 4) jest zapisywane jako * 2 + 3 4). Warianty tej
notacji sa stosowane w niektérych jezykach programowania (i w
starych kalkulatorach).
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Algorytm PREORDER

PREORDER(v)

Dane: Skonczone, uporzadkowane drzewo z wyréznionym korzeniem

v.
Zmienne: L(v) - lista wierzchotkéw drzewa, w-wezet.

@ |. Umies¢ v na liscie L(v).

@ Il. Dla kazdego w - dziecka v (idac od lewej do prawej) wykonaj:
PREORDER(w) {otrzymujemy w ten sposdb liste L(w) ztozona
z wierzchotka w i jego potomkéw}, a nastepnie dofacz
otrzymang liste L(w) na koncu listy L(v).

o Rezultat: L(v) - lista wierzchotkéw drzewa, na ktérej rodzice
znajduja sie zawsze przed swoimi dzie¢mi (czyli w porzadku
prefiksowym).
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PREORDER - przyktad

Sprébujemy algorytmem PREORDER prefiksowo uporzadkowaé
powyzsze drzewo. Warto zauwazy¢, ze komenda PREORDER(x)
oznacza w przektadzie na ludzki: uporzadkuj prefiksowo x i jego
potomkéw.
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PREORDER - przyktad

Zaczynamy od PREORDER(A), czyli umieszczamy A na poczatku (i
jednoczesnie koncu) listy (pojawi sie w lewym gérnym rogu) i
wykonujemy PREORDER(B) (a jak skonczymy, PREORDER(C)).

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic 5b. Teoria drzew - przechodzenie



PREORDER - przyktad

By wykona¢ PREORDER(B), umieszczamy B na koncu listy i
wykonujemy PREORDER(D) (a jak skoriczymy, PREORDER(E)).
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PREORDER - przyktad

By wykona¢ PREORDER(D), umieszczamy D na koncu listy i
wykonujemy PREORDER(F) (bo to jedyne dziecko D).
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PREORDER - przyktad

By wykona¢ PREORDER(F), umieszczamy F na koncu listy. Nie
robimy nic wigcej, bo F nie ma dzieci. Skoro tak, zakonczyliSmy tez
PREORDER(D) i mozemy przej$¢ do PREORDER(E).
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PREORDER - przyktad

By wykona¢ PREORDER(E), umieszczamy E na koncu listy i
wykonujemy kolejno PREORDER(G), PREORDER(H) i PREORDER
(1). Jako, ze G, H i I s3 lié¢mi (nie maja dzieci), wykonanie tych

trzech ostatnich procedur spowoduje jedynie dopisanie GHI na koncu
listy. W ten sposéb ukonczylismy PREORDER (B) i przechodzimy do
,zawieszonego" wykonania PREORDER (C).
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PREORDER - przyktad

ABDFEGHI

By wykona¢ PREORDER(C), umieszczamy C na koncu listy i
wykonujemy kolejno PREORDER(J) (ktéry spowoduje tylko
dopisanie J na koncu listy) i PREORDER (K), ktéry dopisze do listy
kolejno wierzchotki K, L, M.
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PREORDER - wynik i interpretacja graficzna

Algorytm PREORDER prowadzi nas zatem do nastepujacego
uporzadkowania wierzchotkéw drzewa: ABDFEGHICJKLM. Ten ciag
fatwo mozna utworzy¢ ,przechodzac” drzewo wzdtuz jego ,,obwodu”
jak na rysunku ponizej. Startujemy od korzenia A i za kazdym razem,
kiedy przechodzimy koto wierzchotka, ktéry jeszcze nie znalazt sie na
liscie, dopisujemy ten wierzchotek na koncu listy.
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PREORDER - wynik i interpretacja graficzna

Inna, bardziej zaawansowana interpretacja algorytmu PREORDER:
jest to algorytm przeszukiwania drzewa w gtab, w ktérym zaczynamy
od korzenia, w sytuacjach, gdy mamy wybér, zawsze idziemy
»najbardziej w lewo jak sie da" i kazdy nowy wierzchotek, do ktérego

dochodzimy zapisujemy na koncu dotychczas stworzonej listy.
ABDFEGHICJKLM
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Porzadek postfiksowy

Porzadek postfiksowy

Porzadek postfiksowy drzewa z wyréznionym korzeniem to takie
uporzadkowanie wierzchotkéw, w ktérym poddrzewa s umieszczone
najpierw (rysunkowo: kolejnoé¢ od lewej do prawej), a potem dopiero
korzen. Innymi stowy, dzieci w tym porzadku pojawiaja sie przed
rodzicami. )

Tworzy sie go algorytmem POSTORDER.
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Porzadek postfiksowy - przyktadowe zastosowania

Porzadek postfiksowy uzywany jest w sytuacjach, gdy pewna operacje
musimy wykona¢ wpierw na dzieciach, by méc wykona¢ ja na rodzicach.

@ Usuwanie drzew: zwtaszcza w jezykach bez ,od$miecania pamieci”
(C, C++), kasujac dane warto zadbaé, by usunaé dzieci zanim
usunie sie rodzicéw (bo moze potem nie by¢ dostepu do dzieci i beda
,zasmiecal” pamiec).

@ Zapisywanie w rodzicach informacji o tym, co sie dzieje w
poszczegdlnych poddrzewach ich dzieci.

@ Czesciej uzywany wariant notacji polskiej, tak zwana odwrotna
notacja polska, w ktérej zapisujemy najpierw obiekty, a potem
dziatanie na nich wykonywane (na przyktad 2 x (3 + 4) jest
zapisywane jako 34 + 2 ).
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Algorytm POSTORDER

POSTORDER(v)

Dane: Skonczone, uporzadkowane drzewo z wyréznionym korzeniem
v.
Zmienne: L(v) - lista wierzchotkéw drzewa, w-wezet.

o |. Niech L(v) = 0 (pusta lista).

o Il. Dla kazdego w - dziecka v (idac od lewej do prawej) wykonaj:
POSTORDER(w) {otrzymujemy w ten sposéb liste L(w)
ztozong z wierzchotka w i jego potomkéw}, a nastepnie dotacz
otrzymang liste L(w) na koncu listy L(v).

o |ll. Dotacz wierzchotek v na koncu listy L(v).

o Rezultat: L(v) - lista wierzchotkéw drzewa, na ktdrej rodzice
znajduja sie zawsze po swoich dzieciach (czyli w porzadku
postfiksowym).
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POSTORDER - przyktad

Sprébujemy algorytmem POSTORDER postfiksowo uporzadkowad
powyzsze drzewo. Warto zauwazy¢, ze komenda POSTORDER(x)
oznacza w przektadzie na ludzki: uporzadkuj postfiksowo x i jego
potomkéw.
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POSTORDER - przyktad

Zaczynamy od POSTORDER(A), co oznacza, ze musimy wykonaé
POSTORDER(B), nastepnie POSTORDER (C) i dopiero potem
dopisa¢ A na koncu listy.
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POSTORDER - przyktad

Wykonujemy POSTORDER(B), co oznacza, ze musimy wykonaé
POSTORDER(D), nastgpnie POSTORDER (E) i dopiero potem
dopisa¢ B na koncu listy.
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POSTORDER - przyktad

Wykonujemy POSTORDER(D), co oznacza, ze musimy wykona¢
POSTORDER(F) i dopiero potem dopisa¢ D na koncu listy.
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POSTORDER - przyktad

Wykonujemy POSTORDER(F), co oznacza dopisanie rozpoczecie
listy od F. Skoro POSTORDER(F) zostat wykonany, mozemy
dokoniczyé POSTORDER(D), czyli dopisa¢ D na koncu listy (od tej
pory lista pojawia sie z lewej strony drzewa).

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic 5b. Teoria drzew - przechodzenie




POSTORDER - przyktad

Skoro POSTORDER(D) zostat wykonany, przechodzimy do kolejnego
kroku wykonania POSTORDER(B), czyli POSTORDER(E).
Wykonujemy POSTORDER(E), co oznacza, ze musimy wykonaé
POSTORDER(G), nastepnie POSTORDER (H), POSTORDER(/) i
dopiero potem dopisa¢ E na koncu listy.
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POSTORDER - przyktad

G, H, I nie maja dzieci, wiec wykonanie POSTORDER(G),
POSTORDER (H) i POSTORDER(/) sprowadza sie do dopisania G,
H, I na koncu listy.
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POSTORDER - przyktad

Skoro rozpatrzyliSmy juz algorytm POSTORDER dla wszystkich
dzieci E, koniczymy POSTORDER(E) dopisujac E na koncu listy.
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POSTORDER - przyktad

FDGHIE A

Skoro rozpatrzyliSmy juz algorytm POSTORDER dla wszystkich
dzieci B, konczymy POSTORDER(B) dopisujac B na koncu listy.
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POSTORDER - przyktad

FDGHIEB A

By kontynuowaé POSTORDER(A), musimy teraz wykonaé
POSTORDER (C). Nie bedziemy juz tego poddrzewa analizowaé
szczegbtowo: analogicznie do POSTORDER(B) do konca listy
dopiszemy: JLMKC.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic 5b. Teoria drzew - przechodzenie



POSTORDER - przyktad

FDGHIEBJLMKC o

Skoro rozpatrzyliSmy juz algorytm POSTORDER dla wszystkich
dzieci A, koniczymy POSTORDER(A) dopisujac A na koncu listy.
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POSTORDER - wynik i interpretacja graficzna

Algorytm POSTORDER prowadzi nas zatem do nastepujacego
uporzadkowania wierzchotkéw drzewa: FDGHIEBJLMKCA. Ten ciag
fatwo mozna utworzy¢ ,przechodzac” drzewo wzdtuz jego ,,obwodu”
jak na rysunku ponizej. Startujemy od korzenia A i za kazdym razem,
kiedy przechodzimy koto wierzchotka, ktéry jeszcze nie znalazt sie na
liscie, dopisujemy ten wierzchotek NA POCZATKU listy.
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POSTORDER - wynik i interpretacja graficzna

Inna, bardziej zaawansowana interpretacja algorytmu POSTORDER:
jest to algorytm przeszukiwania drzewa w gtab, w ktérym zaczynamy
od korzenia, w sytuacjach, gdy mamy wybér, zawsze idziemy
.najbardziej w prawo jak sie da" i kazdy nowy wierzchotek, do ktérego

dochodzimy zapisujemy na poczatku dotychczas stworzone;j listy.
FDGHIEBJLMKCA
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Porzadek infiksowy

Trzeci sposéb przechodzenia drzewa dotyczy tylko uporzadkowanych
drzew binarnych z wyréznionym korzeniem.

Porzadek infiksowy

Porzadek infiksowy drzewa binarnego z wyréznionym korzeniem to
takie uporzadkowanie wierzchotkéw, w ktérym dany korzen jest
umieszczony pomiedzy wierzchotkami poddrzewa, ktérego korzeniem
jest jego lewe dziecko, a wierzchotkami poddrzewa, ktérego
korzeniem jest jego prawe dziecko. Innymi stowy, lewe dzieci w tym
porzadku pojawiaja sie przed rodzicami, a prawe po nich.

Tworzy sie go algorytmem INORDER.
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Porzadek infiksowy - przyktadowe zastosowania

Porzadek postfiksowy uzywany jest zwtaszcza dla drzew poszukiwan
binarnych, gdy wazna jest dla nas kolejnos¢ etykiet.

@ Odtwarzanie wyjsciowej listy etykiet z drzewa (w kolejnosci)

@ Znajdowanie elementu listy o zadanym numerze (np. pigtego wpisu w
bazie danych)

@ Klasyczna notacja logiczno-algebraiczna: dziatanie pomiedzy
obiektami, na ktérych je wykonujemy (wada - niejednoznacznos$¢ bez
nawiaséw)
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Algorytm INORDER - czes¢ 1

INORDER(v)

Dane: Skonczone, uporzadkowane drzewo binarne z wyréznionym
korzeniem v.
Zmienne: L(v) - lista wierzchotkdw drzewa, u, w-wezty.

@ I. Niech L(v) = (0 (pusta lista).

o Il. Jesli wierzchotek v ma lewe dziecko w, wykonaj:
INORDER(w) {otrzymujemy w ten sposéb liste L(w) ztozong z
wierzchotka w i jego potomkéw}, a nastepnie dotacz otrzymana
liste L(w) na koncu listy L(v).

@ lll. Dotacz v na koniec listy L(v).
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Algorytm INORDER - czes¢ 2

INORDER(v)

Dane: Skonczone, uporzadkowane drzewo binarne z wyréznionym
korzeniem v.
Zmienne: L(v) - lista wierzchotkéw drzewa, u, w-wezty.

o V. Jesli wierzchotek v ma prawe dziecko u, wykonaj:
INORDER(u) {otrzymujemy w ten sposéb liste L(u) ztozona z
wierzchotka u i jego potomkéw}, a nastepnie dotacz otrzymana
liste L(u) na koncu listy L(v)

o Rezultat: L(v) - lista wierzchotkéw drzewa, na ktérej lewe
dzieci znajduja sie przed rodzicami, a prawe - za nimi (czyli w
porzadku infiksowym).

Warto zwrécié uwage, ze algorytm dziata réwniez jesli niektérzy
rodzice maja tylko jedno dziecko.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic 5b. Teoria drzew - przechodzenie 36/78



INORDER - przyktad

Sprébujemy algorytmem INORDER infiksowo uporzadkowaé powyzsze
drzewo. Warto zauwazy¢, ze komenda INORDER(x) oznacza w
przektadzie na ludzki: uporzadkuj infiksowo x i jego potomkow.
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INORDER - przyktad

Zaczynamy od INORDER(A), co oznacza, ze musimy wykonaé
INORDER(B), nastepnie dopisa¢ A na koncu listy i dopiero potem
INORDER (C).
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INORDER - przyktad

Wykonujemy INORDER(B), co oznacza, ze mmusimy wykonac
INORDER(D), nastepnie dopisa¢ B na korcu listy i dopiero potem
INORDER (E).
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INORDER - przyktad

Wykonujemy INORDER(D). D nie ma lewych dzieci, wiec najpierw
dopisujemy D na koncu listy, a potem wykonujemy INORDER(F), co
polega na dopisaniu F na koncu listy, bo F nie ma dzieci.
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INORDER - przyktad

Kontynuujemy INORDER(B). Skoro wykonalismy juz INORDER(D),
to teraz czas dopisa¢ B na koniec listy i wykona¢ INORDER(E).
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INORDER - przyktad

DFB A

Wykoujemy INORDER(E), co oznacza, ze mmusimy wykonaé
INORDER(G), nastepnie dopisa¢ E na koncu listy i dopiero potem
INORDER (/). Jako, ze G i I nie maja dzieci, wykonanie
INORDER(G) i INORDER(/) sprowadza sie do dopisania
odpowiednio G i | na koncu listy. Zatem INORDER(E) oznacza
dopisanie na koncu listy: GEI.
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INORDER - przyktad

DFBGEI i

W ten sposdb ukonczylismy INORDER(B). Kolejny krok procedury
INORDER(A) wymaga dopisania A na koniec listy i przejscia do
wykonania INORDER(C), co zakoriczy caty algorytm.
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INORDER - przyktad

DFBGEI A

Wykonujemy INORDER(C). Nie bedziemy analizowal tego
szczegotowo. Analogicznie do poprzednich krokéw, wynikiem
INORDER(C) jest dopisanie na koniec listy: JCLKM.
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INORDER - wynik i interpretacja graficzna

Algorytm INORDER prowadzi nas zatem do nastepujacego
uporzadkowania wierzchotkéw drzewa: DFBGEIAJCLKM. Ten ciag
mozna utworzy¢ przerysowujac drzewo tak, by kazdy kolejny poziom
drzewa miat coraz krétsze krawedzie, by lewi potomkowie zawsze byli
na lewo od przodka, a prawi potomkowie na prawo. Nastepnie

wystarczy odczytaé wierzchotki od lewej do prawej, ignorujac ich
Wysokos¢” .

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic 5b. Teoria drzew - przechodzenie 45/78



Algorytmy przechodzenia drzewa - uwagi

@ Czas dziatania wszystkich trzech algorytméw przechodzenia
drzewa to O(|V/), gdzie V jest zbiorem wierzchotkéw drzewa.

@ Istnieja inne sposoby przechodzenia drzew, na przyktad
Jlevel-order”, ktéry wypisuje wierzchotki w kolejnosci rosnace;j
ich pozioméw. Nie analizowatem szczegétowo tej metody, gdyz
jest to po prostu przechodzenie drzewa wszerz (zaczynajac od
korzenia). Moze by¢ przydatne w przeszukiwaniu ,,ptytkich”
drzew: o wielu wierzchotkach lecz niewielkiej wysokosci.
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Dekodowanie drzew - wstep

Wiemy juz, jak mozna wierzchotki drzewa z wyréznionym korzeniem
zapisa¢ w formie listy uporzadkowanej w odpowiedni sposéb. Jednak,
czy mozna wykona¢ operacje odwrotna? Czy mozemy odtworzy¢

drzewo majac dana tylko liste wierzchotkéw i sposéb powstania listy

(prefiksowy, postfiksowy, infiksowy)? Na ogdt odpowiedz jest
przeczaca.
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Dekodowanie PREORDER - przyktad

A
A A
WE j/x %
C D
D
E
L
Wszystkie powyzsze drzewa maja porzadek prefiksowy ABCDE.
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Dekodowanie POSTORDER - przyktad

E E
E
A
WD A D D
A c
C
B

Wszystkie powyzsze drzewa maja porzadek postfiksowy ABCDE.
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Dekodowanie INORDER - przyktad

Wszystkie powyzsze drzewa maja porzadek infiksowy ABCDE.
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Twierdzenie o odtwarzaniu drzew z list

Otéz, odtworzenie jest mozliwe, pod warunkiem, ze mamy dodatkowe
dane, ktére musimy sobie zapewnié podczas przechodzenia drzewa.

Twierdzenie o odtwarzaniu drzew z list

Niech T bedzie skonczonym, uporzadkowanym drzewem z
wyréznionym korzeniem, ktérego wierzchotki s3 wypisane w porzadku
prefiksowym lub postfiksowym. Zatézmy, ze znana jest liczba dzieci
kazdego wierzchotka. Wtedy to drzewo jest wyznaczone
jednoznacznie i moze by¢ odtworzone z ciggu wierzchotkéw.

o’

Niestety, nie da sie uzyskac takiego wyniku dla porzadku infiksowego,
dlatego jest on mniej uzywany w komputerowych strukturach danych.
Natomiast dla porzadkéw pre- i post-fiksowych, twierdzenie to jest
konstruktywne, czyli pozwala na algorytmiczna konstrukcje
zakodowanego drzewa, co wkrétce zobaczymy.
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Odtwarzanie drzewa z porzadku infiksowego?
D
B
B E A D
A C C 5

Dwa powyzsze grafy nie tylko s3 kodowane w porzadku infiksowym
przez ABCDE, ale tez ciagg dzieci kazdego z wierzchotkéw w obydwu
przypadkach mozna zapisa¢ jako (0,2,0,2,0) (czyli 0 dzieci wezta A,
2 dzieci wezta B itd.). Stad wynika, ze majac dany taki kod drzewa w
porzadku infiksowym i liczbe dzieci kazdego wezta, nie jesteSmy w
stanie odgadna¢, ktére z drzew reprezentuje podany kod. Dlatego
twierdzenie o odtwarzaniu drzew dla porzadku infiksowego bytoby
nieprawdziwe.
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Algorytmy odtwarzana drzewa - uwagi

Istnieja tez inne twierdzenia o odtwarzaniu drzew z uporzadkowanych
list, ktérych tu nie bedziemy szczegdtowo analizowac.

o Lista wierzchotkdéw w porzadku prefiksowym lub postfiksowym
wyznacza jednoznacznie cate drzewo o ile znamy poziom
kazdego wierzchotka w drzewie.

@ Znajomos¢ dwdch list wierzchotkdéw: w porzadku infiksowym
oraz w jednym z dwdch pozostatych porzadkéw wystarcza do
odtworzenia w sposéb jednoznaczny.
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Algorytm DEPRE

Ponizej algorytm odzyskiwania drzewa z jego porzadku prefiksowego
(z zadang liczba dzieci kazdego wezta).

DEPRE(Vl7 o Vg G, Cn)

Dane: vy, ... v, - ciag wierzchotkéw drzewa T w porzadku
prefiksowym, ¢y, ... c, - ciag liczb dzieci tych wierzchotkéw.
Zmienne: i, j - liczniki petli wierzchotkéw. S(v;) - zbiory
wierzchotkéw , U(v;) - liczby catkowite.

o |. Dla kazdego i podstawiamy U(v;) := ¢;, S(v;) = 0. Nastepnie
[ :=2.

@ |I. Dopéki i < n wykonujemy:

@ Znajdujemy maksymalne mozliwe j < i, takie, ze U(v;) # 0.
Wtedy U(v;) := U(v;) — 1, S(vj) :== S(vj)) U{vi}, i =i+ 1.

o Rezultat: S(v;) - ciag zbioréw, zawierajacych wierzchotki
bedace dzie¢mi kolejnych weztéw v;.
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DEPRE - uwagi

@ S(v;) to zbidr dzieci wezta v;.

o Jedli znamy zbiory dzieci wszystkich weztéw, to znamy tez
wszystkie potaczenia miedzy weztami, wiec potrafimy odtworzyé
cate drzewo.

@ Algorytm DEPRE stworzy CO NAJWYZEJ jedno drzewo. W
szczegblnosci, moze sie okazac, ze dane, ktérymi go
»nakarmiliSmy” nie sg spetnione przez zadne drzewo.
Przyktadowo, zaden ciag (ci, . . . ¢,) taki, ze ¢, # 0 nie moze by¢
ciggiem dzieci wierzchotkéw drzewa uporzadkowanych
prefiksowo, bo n-ty wierzchotek w tym porzadku jest liSciem,
wiec nie moze mie¢ dzieci (ktére musiatyby sie pojawi¢ po swoim
rodzicu).

@ Podobnie, jesli n > 1, to musi by¢ ¢; # 0, bo pierwszym weztem
na liscie uporzadkowanej prefiksowo musi by¢ korzen, ktéry musi
mie¢ dzieci (chyba, ze to jest drzewo o jednym wierzchotku).
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DEPRE - przyktad

Przeanalizujemy dziatanie algorytmu DEPRE na przykfadzie listy
wierzchotkéw ABDIEFJCGH i ciggu przypisanych im dzieci:
(2,3,1,0,0,1,0,2,0,0). Wyniki bedziemy zapisywaé w takiej tabelce:
vo |A|B|DI|IE|F|J|C|G|H
U(vi)
5(vi)
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DEPRE - przyktad

W pierwszym kroku, wpisujemy do tabelki ¢; w miejsce U(v;), oraz ()
w miejsce S(v;).

v |A|B|D|I|E|F|[J|C|G]|H
Uwv) 231 ]ojo[1]0o[2]0]0
Svi) [0 10100000000
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DEPRE - przyktad

v |A|B|D|I|E|F|J|[C|G|H
Uwv)l2[3[1]0][0[1][0]2]0]0
Sve) O[O OO 000000

Wierzchotek A, jako poczatek listy prefiksowej, jest oczywiscie
korzeniem drzewa, wiec nie szukamy mu rodzica. ,Szukanie rodzicéw"
zaczynamy od wierzchotka B (i = 2). Szukamy poprzedniego
wierzchotka na liScie, dla ktérego U # 0. W tym przypadku jest nim
A. Zatem podstawiamy U(A) :=2—-1=1i S(A) =0U{B} = {B}
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DEPRE - przyktad

Vi A D E
1 0

U(Vk) 1

= Wl @

S| | T

=[N N

I
0
S(Vk) B @ @ @

wierzchotka na liscie, dla ktérego U # 0.

J G
0 0
0 0
Przechodzimy do wierzchotka D (i = 3). Sz
U Wt
B. Zatem podstawiamy U(B) :==3—-1=2i
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H
0
0
ukamy poprzedniego

tym przypadku jest nim
5(B) =0u{D} ={D}
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DEPRE - przyktad

vio |(A|B|D|I|E|F|J|C|G|H

Uw)|1l]|2]|1/0[0|1|/0[2]|0]0

S(we) |B|D|O O[O O[O 0 0|0
Przechodzimy do wierzchotka / (i = 4). Szukamy poprzedniego

wierzchotka na liscie, dla ktérego U # 0. W tym przypadku jest nim
D. Zatem podstawiamy U(D):=1—-1=0i S(D)=0U{l} ={I}
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DEPRE - przyktad

Vi A|B|D]|I
Uw)|1]2]0]|0
Przechodzimy do wierzchotka E (i = zukamy poprzedniego

)-
wierzchotka na liscie, dla ktérego U # 0. W tym przypadku jest nim
B. Zatem podstawiamy U(B) :=2—1=11

5(B) ={D}uU{E}={D,E}

E
0

=| | T
= O| —

U.,smm

G|H
0|0
010
Szuka

~.
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DEPRE - przyktad

vo |A| B I|D|I|E|F|J|C|G]|H
Uw)|1] 1 ][ofofof1]o[2]0]0O
S(wo) [B|DE| I [0|0[0|0[0][0]0

Przechodzimy do wierzchotka F (i = 6). Szukamy poprzedniego
wierzchotka na liscie, dla ktérego U # 0. W tym przypadku jest nim
B. Zatem podstawiamy U(B) :=1—-1=0i
S(B)={D,E}U{F}={D,E,F}

5b. Teoria drzew - przechodzenie
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DEPRE - przyktad

v |A| B |[D|I|E|F|J|C|G|H
Uw)|[1] o [ofofof[1]0o][2]0]0
S(w) |B|DEF|[ 1 |O|O|O|0|0O][0]0

Przechodzimy do wierzchotka J (i = 7). Szukamy poprzedniego
wierzchotka na liscie, dla ktérego U # 0. W tym przypadku jest nim
F. Zatem podstawiamy U(F):=1—-1=0i S(F)=0U{J} = {J}
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DEPRE - przyktad

ve£ |A] B |D|I
Uw)| 1| 0 |0]O0
S(w) |B|DEF |1 [0
Przechodzimy do wierzchotka C (i = 8). Szukamy poprzedniego
wierzchotka na liscie, dla ktérego U # 0. W tym przypadku jest nim
A. Zatem podstawiamy U(A):=1—1=0i
S(A) ={B}U{C} ={B, C}

=lo|m
=2 0| -
=[N O
=)o O
= o| T

F
0
J
(
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DEPRE - przyktad

Vi A B |[D/I|E|F|J|C|G|H
Uw)| 0| 0 |[0/0j0|0|0[2]|0]0
S(v) [BC|DEF | 1[0 0[J [0 0|00
Przechodzimy do wierzchotka G (i = 9). Szukamy poprzedniego

wierzchotka na liscie, dla ktérego U # 0. W tym przypadku jest nim
C. Zatem podstawiamy U(C) :=2—-1=1i5(C) =0U{G} ={G}
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DEPRE - przyktad

w | A| B |D|I|E|F|J|C|G|H
Uw)| 0] 0 [0]0j0[0[0[L|0]O
S(vi) [BC|DEF [T [0 [0 [J[0[G|0 |0

Przechodzimy do wierzchotka H (i = 10). Szukamy poprzedniego
wierzchotka na liscie, dla ktérego U # 0. W tym przypadku jest nim
C. Zatem podstawiamy U(C):=1—-1=0i

S(C)={G}U{H} ={G,H}. W tym momencie doszlismy do korca
algorytmu - jako, ze caty wiersz U naszej tabeli skfada sie teraz z zer,
poczatkowy cigg wierzchotkéw z liczbg ich dzieci faktycznie kodowat
drzewo.
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DEPRE - wynik przyktadu

we | A B |D|I|E|F|J| C |G
Uwv)| 0] 0 [0fo[0[0|0] 0 |0
S(vi) |[BC|DEF [T [0 |0 [J[0|GH|D

Teraz drzewo tatwo mozna narysowac:

= o| T
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Algorytm DEPOST

Ponizej algorytm dekodowania drzewa z jego porzadku postfiksowego
(z zadang liczba dzieci kazdego wezta).

DEPOST(Vl7 ooV G, Cn)

Dane: vy, ... v, - ciag wierzchotkéw drzewa T w porzadku
postfiksowym, ¢, ... c, - ciag liczb dzieci tych wierzchotkéw.
Zmienne: | - licznik petli wierzchotkéw. S(v;) - zbiory wierzchotkéw
, U(v;)- ciagi wierzchotkéw.

o |. Dla kazdego i = 1,2,..., n definiujemy:

o la. Jedli ¢; =0, to S(v;) =0, a U(v;) jest dowolne.

o Ib. Jesli ¢; A0 to U(v;) = {vk : k < i} \ Ukei S(vi)
(uporzadkowany w kolejnosci danych wejsciowych). Wtedy
definiujemy S(v;) jako ¢; ostatnich elementéw ciagu U(v;).

e Rezultat: S(v;) - ciag zbioréw, zawierajacych wierzchotki
bedace dzie¢mi kolejnych weztéw v;.
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DEPOST - uwagi

@ S(v;) to zbidr dzieci wezta v;.

o Jedli znamy zbiory dzieci wszystkich weztéw, to znamy tez
wszystkie potaczenia miedzy weztami, wiec potrafimy odtworzyé
cate drzewo.

@ Algorytm DEPOST stworzy CO NAJWYZEJ jedno drzewo. W
szczegblnosci, moze sie okazac, ze dane, ktérymi go
»nakarmiliSmy” nie sg spetnione przez zadne drzewo.
Przyktadowo, o ile n > 1, to zaden ciag (cy,. .. c,) taki, ze
¢, = 0 nie moze by¢ ciggiem dzieci wierzchotkéw drzewa
uporzadkowanych postfiksowo, bo n-ty wierzchotek w tym
porzadku jest korzeniem, wiec musi mie¢ dzieci, by drzewo
istniato.

@ Podobnie musi by¢ ¢; = 0, bo pierwszym weztem na liscie
uporzadkowanej postfiksowo musi by¢ lis¢ (jakby miat dzieci, to
musiatyby by¢ przed rodzicem).
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DEPOST - przyktad

Przeanalizujemy dziatanie algorytmu DEPOST na przyktadzie listy
wierzchotkdw ABCDEFGHIJ i ciagu przypisanych im dzieci:
(0,0,0,0,3,2,0,0,2,2). Wyniki bedziemy zapisywaé w takiej tabelce:
vo |A|B|C|D|IE|F|G|H]I|J
U(vi)
5(vi)
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DEPOST - przyktad

Dane: ABCDEFGHIJ, (0,0,0,0,3,2,0,0,2,2).
vi = A ¢ =0, zatem S(A) =0, a U(A) nie ma znaczenia (co
oznaczymy pauza).

Vi A/B|C|IDIE|F|G[H]|I|J
U(vi) | -
S(Vk) (Z)
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DEPOST - przyktad

Dane: ABCDEFGHIJ, (0,0,0,0,3,2,0,0,2,2).
v» = B, ca =0, zatem S(B) = (), a U(B) nie ma znaczenia (co
oznaczymy pauzg). Podobna sytuacja zachodzi z weztami C i D.

Vi A/B|C/DIE|F|G|H|I|J
U(Vk) - - - -
S(vi) [0 10 ]0]0
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DEPOST - przyktad

Dane: ABCDEFGHIJ, (0,0,0,0,3,2,0,0,2,2).
vs = E, cs = 3. Po raz pierwszy obliczamy cigg U (konkretnie U(E)).
Zgodnie z krokiem b algorytmu DEPOST, U(E) jest to ciag
wszystkich wierzchotkéw poprzedzajacych E, ktére nie byty w
zadnym dotychczasowym zbiorze S. Czyli, jest to ABCD. S(E) to
jest ¢s (czyli 3) ostatnich wyrazéw ciagu U(E), czyli BCD.

vi |[A|B|C|D E FIG|H|I|J
ABCD

S(vi) |[D 0[O0 BCD
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DEPOST - przyktad

Dane: ABCDEF GHIJ, (0,0,0,0,3,2,0,0,2,2).

ve = F, cs = 2. Obliczamy ciag U(F). Zgodnie z krokiem Ib
algorytmu DEPOST, U(F) jest to cigg wszystkich wierzchotkéw
poprzedzajacych F, ktére nie byty w zadnym dotychczasowym zbiorze
S. Czyli, jest to AE. S(F) to jest ¢ (czyli 2) ostatnich wyrazéw
ciggu U(F), czyli AE.

v |A|B|C|D| E | F|G|H]|I|J
Uvi) | - | - |- |- | ABCD | AE
S(v) |0 [0 [0 |0 BCD | AE
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DEPOST - przyktad

Dane: ABCDEF GHIJ, (0,0,0,0,3,2,0,0,2,2).
Z wierzchotkami G i H postepujemy jak z A, B, C, D (bo tez maja 0

dzieci).

v |A|B|C|D E FIG|H|I|J
Ulv) | - |- |- |- |ABCD |AE |- |-
S(vi) [0 10|00 | BCD |AE| 0 |0
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DEPOST - przyktad

Dane: ABCDEFGH1J, (0,0,0,0,3,2,0,0,2,2).

vo = I, cg = 2. Obliczamy ciag U(/). Zgodnie z krokiem Ib algorytmu
DEPOST, U(/) jest to ciag wszystkich wierzchotkéw
poprzedzajacych [, ktére nie byty w zadnym dotychczasowym zbiorze
S. Czyli, jest to FGH. 5(1) to jest co (czyli 2) ostatnich wyrazéw
ciggu U(/), czyli GH.

v |A|[B|C|D| E | F|G|H] I |J
Uwv) |- | -|-|-|ABCD |AE| - | - | FGH
S(w) |0 |0 | 0|0| BCD |[AE| 0O | 0 | GH
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DEPOST - przyktad

Dane: ABCDEFGHIJ, (0,0,0,0,3,2,0,0,2,2).

vip = J, c10 = 2. Obliczamy cigg U(J). Zgodnie z krokiem Ib
algorytmu DEPOST, U(J) jest to ciag wszystkich wierzchotkéw
poprzedzajacych J, ktére nie byty w zadnym dotychczasowym zbiorze

S. Czyli, jest to FI. S(J) to jest cio (czyli 2) ostatnich wyrazéw ciagu
U(J), czyli FI.

vo |A|B|C|D| E FIG|H| 1 |
Uw)|-1-1]-]-|ABCD|AE|- |- |FGH |FI
S(w,) |0 |0 | 0| 0| BCD |AE| 0 | 0 | GH | FI
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DEPOST - wynik przyktadu

vo |[A|B|C|D| E FIGIH] I |J
S(w ) |0 |0 |0 | 0| BCD|AE| @ | O |GH|FI
Poniewaz wszystkie wierzchotki drzewa, poza korzeniem J, s3
wskazane jako dzieci innego wierzchotka, tabela ta pokazuje
rzeczywiste drzewo, ktére tatwo mozna narysowad:
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