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/astrzezenie

W tej prezentacji bedziemy sie zajmowac tylko grafami spdjnymi,
nieskierowanymi i bez wag (cho¢ poszczegdlne pojecia mozna
uogdlni¢ na wszystkie grafy, jednak te uogdlnienia nie niosg ze soba
nic szczegdlnie ciekawego).
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Kolorowanie wierzchotkowe - definicja

Kolorowanie wierzchotkowe

Kolorowaniem wierzchotkowym nazywamy kazde przyporzadkowanie
wierzchotkom koloréw (lub innych etykiet), w ktérym zadne dwa
sasiednie wierzchotki nie sa ,,pokolorowane” tak samo.

Formalnie, dla grafu prostego G = (V, E) i zbioru skoficzonego K
(koloréw) kolorowaniem wierzchotkowym (lub po prostu
kolorowaniem grafu) nazywamy dowolna funkcje

c:V — K taka, ze ¢(v) # c(w) o ile vw € E.

v

Inaczej, kolorowanie wierzchotkéw grafu to jego podziat na roztaczne
antykliki (kazdy zbiér wierzchotkéw pokolorowanych tym samym
kolorem nie ma potaczen miedzy soba, wiec jest antyklika).
Najciekawszym problemem zwigzanym z kolorowaniem grafu jest
znalezienie kolorowania optymalnego, czyli takiego, ktére uzywa jak
najmniejszej liczby koloréw.
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Kolorowanie wierzchotkowe - przykfad

m

Powyzej przyktad kolorowania wierzchotkowego za pomoca szesciu
koloréw. Nie jest to oczywiscie kolorowanie optymalne.
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Kolorowanie wierzchotkowe - przykfad

SO

To kolorowanie wymaga tylko 4 koloréw, wiec jest lepsze. Czy jednak
jest optymalne? | wiasciwie do czego to sie przydaje?
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Przyktadowe zastosowania

o Zatézmy, ze chcemy umiesci¢ w réznych pojemnikach pewne
substancje chemiczne tak, by substancje w jednym pojemniku
nie reagowaty ze soba. Oznaczamy te substancje jako
wierzchotki grafu. Krawedzie pojawiaja sie pomiedzy
substancjami reagujacymi ze sobga. Jedli znajdziemy optymalne
kolorowanie wierzchotkowe, to bedziemy mogli umiesci¢
substancje ,tego samego koloru” w jednym pojemniku (bo nie
reaguja ze soba). Ta minimalna liczba koloréw bedzie liczba
pojemnikéw, ktérych potrzebujemy.

@ Zapraszamy gosci na przyjecie. Niektdrzy goscie sie nie lubig,
wiec nie chcemy ich sadzaé przy jednym stoliku. Wszystkich
gosci opisujemy jako wierzchotki grafu, krawedzie symbolizuja
konflikty miedzy nimi. Minimalna liczba koloréw bedzie liczbg
stolikéw, ktérych potrzebujemy, by nie sadzac nielubigcych sie
gosci przy jednym.
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Kolorowanie wierzchotkowe - inne zastosowania

@ Wszelkie zagadnienia planowania proceséw, w ktérych zadania
do wykonania musza by¢ rozdzielone pomiedzy odpowiednie
czasy wykonywania, gdyz niektére nie moga byé wykonane
jednoczesnie. Moze to by¢ np. przydzielanie kolejnych zadan
pracownikom firmy albo fragmentéw wykonywanego programu
procesorom (w obydwu wypadkach nie mozna naraz wykonywac
dwdch zadan przypisanych jednemu wykonawcy), ewentualnie
zadania moga wymagac tych samych zasobéw (sprzetu). W
odpowiednim grafie wierzchotki to zadania, krawedzie tacza
zadania, ktére nie moga by¢ wykonywane jednoczesnie. Liczba
koloréw w kolorowaniu wierzchotkowym da nam czas wykonania
catego procesu (np. zagadnieniem wycieku rejestréw).

Jako zagadnienia kolorowania wierzchotkowego mozna

zinterpretowad wiele zagadek logicznych np. kwadraty tacinskie
albo sudoku.
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Liczba chromatyczna

Liczba chromatyczna

Liczba chromatyczng grafu G nazywamy najmniejsza liczbe barw,
ktéra mozna pokolorowac wierzchotki tego grafu, tak by kazde dwa
sasiednie byty réznych koloréw. Liczbe te zapisujemy x(G).
Formalnie, jest to najmniejsza mozliwa moc zbioru K z definicji
kolorowania wierzchotkowego, taka, ze dla tego zbioru funkcja ¢
istnieje.
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Liczba chromatyczna - przyktady

@ Dla antyklik liczba chromatyczna wynosi 1 (to jedyne takie grafy), a
dla klik x(Kn) = n. Jesli graf G zawiera podgraf, ktéry jest n-klika,
to x(G) > n.

o Jesli H - podgraf G, to x(H) < x(G).

e Jedli G to graf-droga to x(G) = 2.

o Jedli G to graf-cykl to x(G) = 2, jesli G ma parzysta liczbe
wierzchotkéw i x(G) = 3, jesli G ma nieparzysta liczbe
wierzchotkéw.

@ Grafy dwudzielne (w tym drzewa) maja liczbe chromatyczna réwna 2.
Co wiecej, graf jest dwudzielny wtedy i tylko wtedy gdy jego liczba
chromatyczna jest nie wigksza niz 2 (patrz - test dwudzielnosci).

o Graf Petersena ma liczbe chromatyczna réwna 3.

@ Ogolnie problem doktadnego okreslenia liczby chromatycznej
grafu jest trudny (niewielomianowy). Jednak istnieja dos¢ proste
oszacowania z géry tej liczby.
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Maksymalny stopien grafu

Maksymalny stopien grafu

Maksymalny stopieni grafu G (oznaczony A(G)) to najwieksza z liczb
deg v, gdzie v € V(G) (czyli najwiekszy mozliwy stopien wierzchotka
w grafie G).

Stopnie wierzchotkéw w powyzszym grafie G sa podpisane. Stad
A(G) =5.
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Twierdzenie Brooksa

Twierdzenie Brooksa

Jesli G jest klika lub cyklem o nieparzystej liczbie wierzchotkéw, to
X(G) = AG + 1. Jesli G jest dowolnym innym grafem to

x(G) < AG.

@ Dla cykli, maksymalny stopien wynosi 2. Dlatego jesli cykl ma
nieparzysta liczbe wierzchotkéw, to jego liczba chromatyczna
wynosi 3.

o Jedli cykl ma parzysta liczbe wierzchotkéw, to jego liczba
chromatyczna wynosi 2. Mozna go pokolorowa¢ dwoma kolorami
- wierzchotki parzyste jednym, wierzchotki nieparzyste drugim.
Spetnia nieréwno$¢: 2 = x(G) < AG = 2.
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Twierdzenie Brooksa - przyktad
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Nieréwnos$¢ w twierdzeniu Brooksa moze by¢ ,bardzo ostra”. Na
przyktad tu z twierdzenia Brooksa wiemy tylko, ze x(G) < AG =6...

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic 2c. Kolorowanie graféw 12 /26



Twierdzenie Brooksa - przyktad

A

\\\

...a w rzeczywistosci x(G) = 3 (przyktad z rysunku, mniej niz 3 nie
moze by¢ bo np. ABC tworza 3-klike).
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Twierdzenie Brooksa - przyktad

Oszacowanie z twierdzenia Brooksa moze by¢ , dowolnie stabe”. W
szczegolnosci, mozna skonstruowaé ,gwiazde” o dowolnej liczbie
wierzchotkéw...

...dla ktorej oszacowanie z twierdzenia Brooksa jest o jeden mniejsze
niz liczba wierzchotkéw, a x(G) = 2.
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Ciekawostka - zagadnienie czterech barw

Dlatego taka trudnos$¢ sprawito matematykom i informatykom tzw.
zagadnienie czterech barw:

Zagadnienie czterech barw

Czy kazda mape polityczna na ptaszczyznie da sie pomalowaé 4
barwami tak, by sasiadujace kraje byty pomalowane innymi kolorami?

Po spostrzezeniu, ze kraje mozna zastapi¢ wierzchotkami grafu, a
granice - krawedziami miedzy graniczacymi pafnstwami problem ten
zmienia sie w:

Zagadnienie czterech barw

Czy kazdy graf G - planarny (czyli taki, ze mozna go narysowac na
ptaszczyznie tak, by jego krawedzie sie nie przecinaty) spetnia
X(G) < 47
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Ciekawostka - zagadnienie czterech barw

Problem 4 barw zostat postawiony w potowie XIX wieku, a rozwiazali
go dopiero Apple, Haken i Koch w 1977 roku.OdpowiedzZ byta
pozytywna (wiec odtad méwi sie raczej o Twierdzeniu o Czterech
Barwach), ale... nie zostata chetnie uznana przez srodowisko
matematyczne. Powodem byt fakt, ze do dowodu konieczne byto
zastosowanie komputera: autorzy sprowadzili zagadnienie do
sprawdzenia ok. 1500 skomplikowanych przypadkéw, ktére przeliczyt
komputer. Napotkato to problemy filozoficzne: jak udowodni¢, ze
komputer sie nie pomylit, zwtaszcza, ze program byt bardzo
skomplikowany, a jego wykonanie trwato wiele dni (wiarygodno$¢
dwezesnych komputerdw tez nie byta wysoka). Dzi§ mamy ulepszone
dowody (cho¢ do wszystkich konieczne jest komputerowe
wspomaganie), ktdre da sie sprawdzi¢ w ciggu kilku godzin na
wtasnym laptopie, wiec matematycy uznaja Twierdzenie o Czterech
Barwach za prawdziwe.
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Kolorowanie krawedziowe - definicja

Kolorowanie krawedziowe

Kolorowanie krawedziowe grafu G = (V(G), E(G)) to kazde
przyporzadkowanie krawedziom grafu koloréw, w ktérym dwie
krawedzie o wspélnym wierzchotku maja rézne kolory.

Formalnie, jest to funkcja ¢ : E(G) — K (K - skonczony zbidr
koloréw lub innych etykiet), taka, ze dla dowolnych u, v, w € V(G),
jezeli vu,vw € E(G) to c(vu) # c(vw).

Ponownie, najciekawszym problemem zwigzanym z kolorowaniem
krawedziowym grafu jest znalezienie kolorowania optymalnego, czyli
takiego, ktére uzywa jak najmniejszej liczby koloréw.
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Kolorowanie krawedziowe - przykfad
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Powyzej przyktad kolorowania krawedziowego za pomocg siedmiu
koloréw. Czy jest to kolorowanie optymalne?

.8

-
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Kolorowanie krawedziowe - zastosowania

o Uktadanie harmonograméw zaje¢ na uczelni: Dany niech bedzie
graf dwudzielny. Pierwszy typ wierzchotkéw to pracownicy
dydaktyczni, a drugi - grupy dziekanskie. Wierzchotki s3
potaczone wtedy i tylko wtedy, gdy dany pracownik ma
poprowadzi¢ zajecia z dang grupa. Kolory krawedzi odpowiadaja
ré6znym godzinom, w ktérych moga sie odby¢ zajecia.
Oczywiscie, zadna grupa i zaden nauczyciel nie moze mieé wigcej
niz jedne zajecia na raz, wiec musimy krawedzie pokolorowac
zgodnie z warunkami kolorowania krawedziowego.

Bedzie nas interesowa¢ najmniejsza mozliwa liczba koloréw
koniecznych do uzycia w kolorowaniu krawedziowym. Liczba ta
bedzie symbolizowaé minimalng liczbe godzin, w ktérych da sie
poukfadaé wszystkie zajecia.
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Kolorowanie krawedziowe - zastosowania

@ Analogicznie mozna utozy¢ harmonogram zawoddéw sportowych,
w ktérym wierzchotki oznaczaja uczestnikéw, a krawedzie -
mecze, ktére maja miedzy sobg rozegraé. Krawedzie pomalowane
tym samym kolorem to spotkania, ktére mozna rozegra¢ w tym
samym czasie.

@ W telekomunikacji swiattowodowej przez kolorowanie
krawedziowe rozwigzuje sie zagadnienie przypisania
czestotliwosci Swiatta parom weztéw komunikacyjnych, ktére
maja miedzy soba przesytac dane.
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Kolorowanie krawedziowe - przykfad zastosowan

Grupy dziekanskie w tym przypadku oznaczytem cyframi, a
nauczycieli literami.
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Indeks chromatyczny i twierdzenie Vizinga

Indeks chromatyczny

Indeks chromatyczny grafu G (oznaczany przez x'(G)) to minimalna
liczba koloréw, ktére trzeba wykorzystaé, by wykonaé kolorowanie
krawedziowe tego grafu.

Formalnie, jest to najmniejsza mozliwa moc zbioru K z definicji
kolorowania krawedziowego, taka, ze dla tego zbioru funkcja ¢
istnieje.

Indeks chromatyczny mozna oszacowaé znacznie precyzyjniej niz
liczbe chromatyczna:

Twierdzenie Vizinga
Dla dowolnego grafu G zachodzi: A(G) < X'(G) < A(G) + 1.
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Twierdzenie Vizinga - przykfad
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W szczegdlnosci dla tego grafu 6 < x'(G) < 7. Czy zatem nasze
wczesniejsze kolorowanie byto optymalne? Cwiczenie.
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Twierdzenie Vizinga - szczegélne przypadki

@ Réwnos¢ A(G) = x'(G) zachodzi dla o wiele wigkszej liczby
graféw niz x'(G) = A(G) + 1.

o Kiliki o parzystej liczbie wierzchotkéw spetniajg réwnosé
A(G) = x'(G), a kliki o nieparzystej liczbie wierzchotkéw:
A(G)+ 1= X'(G).

e Jedli H - podgraf G, to x'(H) < X'(G).

o Jedli G to graf-droga to \/(G) = 2 (czyli A(G) = X/'(G)).

o Jedli G to graf-cykl to x'(G) = 2, jesli G ma parzysta liczbe
wierzchotkéw (czyli A(G) = x'(G)) i X'(G) = 3, jesli G ma
nieparzysta liczbe wierzchotkéw (czyli A(G) + 1 = }/(G)).

o Graf Petersena ma indeks chromatyczny réwny 4 (czyli
A(G)+1=x(G)).

e Dla graféw dwudzielnych (w tym drzew) zachodzi
A(G) = X'(G). Z tej whasnosci skorzystamy dla zagadnienia
podziatu zajec.
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Twierdzenie Vizinga - przykfad

a3 b 3 c2 d2 e

Z twierdzenia Vizinga i wniosku o grafach dwudzielnych mozemy
wykaza¢, ze indeks chromatyczny powyzszego grafu wynosi 3.
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Twierdzenie Vizinga - przykfad

Faktycznie, krawedzie dato sie pokolorowa¢ trzema kolorami, zatem
(o ile nie ograniczaja nas inne czynniki zewnetrzne) mozna utozyé
harmonogram tak, zeby wszystkie odbyty sie w ciagu 3 termindéw -
np. najpierw odbywaja sie (jednoczesnie) zajecia ,czerwone”, potem
.Zielone", a potem ,niebieskie”.
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