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/astrzezenie

W tej prezentacji (i kilku kolejnych) grafy, ktére badamy sa domysinie
grafami nieskierowanymi i bez wag, chyba, ze wyraznie wspomnimy
inaczej. Generalnie, zagadnienia te dla graféw skierowanych nie s3 az
tak znaczaco rézne, by dyskutowaé je osobno.
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@ Definicje: cykl Eulera i graf eulerowski

© Algorytm Fleury'ego

© Cykle Hamiltona i grafy hamiltonowskie
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Przyktadowe problemy

Pierwszy znany problem teorii graféw: zagadnienie mostéw
krélewieckich rozwigzane przez Leonharda Eulera (1736). Krélewiec -
miasto lezace na dwu brzegach i dwu wyspach rzeki Pregoty,
potaczonych w czasach Eulera siedmioma mostami jak na rysunku
ponizej (zrédto:Wikipedia). Czy da sie pdj$¢ na spacer po catym
miescie, tak by po kazdym moscie przej$¢ doktadnie raz?

/@

(i
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Przyktadowe problemy

Alternatywny problem skoczka szachowego: czy da sie skoczkiem
obejs¢ szachownice, by tylko raz przejs¢ przez kazde potaczenie
pomiedzy polami (pola s3 potaczone w ten sposéb, by z jednego dato
sie przej$¢ na drugie jednym ruchem skoczka), jak na rysunku ponizej.
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Bardziej praktyczne problemy eulerowskie

@ Problem listonosza - jak, roznoszac poczte, przejs¢ po kazdej
ulicy swego rewiru doktadnie raz (w ten sposéb tworzac
najkrétsza trase).

@ Problem sprzatania: jak zaprogramowac robota sprzatajacego
korytarze jakiego$ budynku, by przez kazdy korytarz przejezdzat
doktadnie raz (znéw najkrétsza trasa daje optymalizacje
kosztéw).

@ Projektowanie optymalnych obwodéw elektrycznych.

@ Sekwencjonowanie DNA.

@ Zagadki zwigzane z rysowaniem ksztattéow ,bez odrywania reki".
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Cyklem Eulera nazywamy zamknieta droge przechodzaca przez kazda
krawedz grafu doktadnie raz.

Formalnie cykl Eulera nie musi by¢ cyklem w sensie naszej
wczesniejszej definicji (bo wierzchotki po drodze moga sie
powtarzaé). Natomiast musi by¢ droga prosta.

Droga Eulera

Droga Eulera nazywamy droge prosta zawierajaca wszystkie
krawedzie grafu.

Graf eulerowski
Grafem eulerowskim nazywamy graf posiadajacy cykl Eulera.
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Charakterystyka grafow eulerowskich

Wszystkie wczesniejsze zagadnienia mozna sprowadzi¢ do znalezienia
drogi lub cyklu Eulera w pewnym grafie. Jak tatwo sie¢ domysli¢, nie
zawsze droga Eulera w grafie istnieje (nie méwiac juz o cyklu) -
przyktadem jest 4-klika K;. Zanim zaczniemy szukaé algorytmu
rozwigzujacego problem, nalezy wiedzie¢ jak rozstrzygnaé, czy dla
bardziej skomplikowanych graféw nasz problem w ogéle ma
rozwigzanie?

Twierdzenie Eulera

Spéjny graf G = (V/, E) jest eulerowski wtedy i tylko wtedy, gdy
stopien kazdego wierzchotka jest parzysty. Graf G ma droge Eulera
wtedy i tylko wtedy, gdy ma doktadnie dwa lub zero wierzchotkéw
stopnia nieparzystego.

W wypadku graféw niespdjnych, jesli przynajmniej dwie sktadowe
posiadaja krawedzie, to droga Eulera nie istnigje.
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Zastosowanie - problem mostéw krélewieckich

Jak wida¢, graf odpowiadajacy spacerowi po mostach krélewieckich
ma 4 wierzchotki nieparzystego stopnia, wiec nie moze istnie¢ w nim
cykl, ani nawet droga Eulera. Zatem zadany spacer jest niemozliwy.
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Zastosowanie - alternatywny problem skoczka

szachowego

W tym problemie wierzchotkami grafu byty pola szachowe, a
krawedzie taczyty pola, pomiedzy ktérymi skoczek mégt wykonaé
ruch.

Zauwazmy, ze z pél sasiadujacych z naroznikiem szachownicy skoczki
moga wykonaé 3 mozliwe ruchy.

Poniewaz takich pdl jest 8, graf dla tego problemu zawiera 8
wierzchotkéw stopnia 3, a wiec nie da sie przej$¢ doktadnie raz
wszystkich krawedzi tego grafu.
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Whioski dla innych grafow

@ Dla antyklik pytanie o cykl badZ droge Eulera nie ma sensu (bo
grafy te nie maja krawedzi), ale formalnie antykliki s3
eulerowskie, bo droga pusta, sktadajaca sie z 0 krawedzi
przechodzi przez wszystkie krawedzie.

o Kiliki K,, sa eulerowskie tylko dla n nieparzystych.

o Grafy-drogi zawsze maja droge Eulera, ale nigdy cykli Eulera.
Grafy-cykle sa eulerowskie.

@ Sposrdd graféw platonskich tylko graf osmioscianu jest
eulerowski.

o Graf Petersena nie jest eulerowski.
@ Drzewa nie s3 eulerowskie.

o Grafy zawierajace mosty nie sg eulerowskie (acz moga mieé
droge Eulera).
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Potrzeba systematycznego podejscia

Nawet jesli wiemy, ze w danym grafie istnieje droga lub cykl Eulera,
to nie zawsze sie da taka droge znalez¢ na chybit-trafit dopisujac
kolejne krawedzie dla naszej drogi. Powyzszy graf jest eulerowski, ale
jesli sprébujemy wygenerowac¢ cykl Eulera startujac z wierzchotka B i
wybierajac kolejno krawedzie:

d, f, b, c a;

to znajdziemy sie w putapce: drogi tej nie mozna kontynuowa¢, a nie
przeszlismy jeszcze catego grafu.
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Algorytm Fleury'ego - czes¢ |

Algorytm Fleury'ego

Dane: Graf G = (V/(G), E(G)), spetniajacy zatozenia twierdzenia
Eulera.
Zmienne: ES - ciag krawedzi.

o |. Wybierz dowolny wierzchotek v nieparzystego stopnia, jesli
istnieje. W przeciwnym wypadku wybierz dowolny wierzchotek v.
Niech ES = 0.

o Il. Jesli z wierzchotka v nie wychodzi ani jedna krawedz —
STOP.

o Ill. Jesli pozostata doktadnie jedna krawedz wychodzaca z v, np.
vw, wtedy usun vw z E(G) oraz v z V/(G) i przejdz do kroku V.

o V. Jesli zostata wiecej niz jedna krawedz wychodzaca z
wierzchotka v, wybierz krawedz vw, ktéra nie jest mostem.
Nastepnie usun vw z E(G).
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Algorytm Fleury'ego - czesc Il

Algorytm Fleury'ego
@ V. Dotacz vw na koncu ciagu ES, zastap v wierzchotkiem w i
przejdz do kroku .
@ VI. Rezultat: ES to droga lub cykl Eulera.

Wyjasnienie: zawsze startujemy z wierzchotka nieparzystego stopnia -
jesli takiego nie ma, to z dowolnego i w kolejnych krokach wybieramy
dowolne krawedzie przedtuzajace nasza droge, pod warunkiem, ze nie
s3 mostami w grafie, ktéry tworza niewybrane jeszcze krawedzie
(chyba, ze to jest jedyna mozliwo$¢ wyboru, czyli jedyna krawedz
wychodzaca z wierzchotka, do ktérego ostatnio dotarlismy).
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Algorytm Fleury'ego - przykfad

Sprébujemy zastosowac algorytm Fleury’ego dla powyzszego grafu.
Przedstawie tutaj sposoéb postepowania przyjety w ramach tego kursu
(poza znajomoscia algorytmu na sprawdzianie/egzaminie trzeba tez
swoja znajomos¢ przedstawic tak, by byto to zrozumiate - dlatego
stosujemy ustandaryzowany opis ,tabelkowy").

Zaczynamy od sprawdzenia, czy jest ten graf dopuszcza cykl lub
droge Eulera. W tym celu obliczamy i zaznaczamy na grafie stopnie
wszystkich wierzchotkéw.
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Algorytm Fleury'ego - przykfad

Jak widaé¢, tylko wierzchotki B i F s3 stopnia nieparzystego, wiec
chociaz w grafie nie ma cyklu Eulera, znajdziemy w nim droge Eulera.
Dziatanie algorytmu zapisujemy w takiej tabeli:
Nr etapu | wybér | inne mozliwosci | obecny wierzchotek
1
2
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Algorytm Fleury'ego - krok 1

W pierwszym kroku wybieramy punkt poczatkowy. Zgodnie z
algorytmem Fleury'ego moze by¢ to tylko wierzchotek o nieparzystym
stopniu.
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Algorytm Fleury'ego - krok 1

W pierwszym kroku wybieramy punkt poczatkowy. Zgodnie z
algorytmem Fleury'ego moze by¢ to tylko wierzchotek o nieparzystym
stopniu. Z mozliwych dwéch punktéw wybieramy np. B, a w tabeli
odnotowujemy, ze F byto innym mozliwym wyborem.
Nr etapu | wybér | inne mozliwosci | obecny wierzchotek
1 B F B
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Algorytm Fleury'ego - krok 2

Startujemy z punktu B. Ani jedna z krawedzi incydentnych z B nie
jest mostem, wiec zgodnie z punktem IV algorytmu Fleury'ego
mozemy wybra¢ dowolng - powiedzmy, ze to bedzie BA. Zapisujemy
wybdr i inne opcje, ktére algorytm pozwalat nam wybraé¢ w tym

kroku, w tabeli.
Nr etapu | wybdr | inne mozliwosci | obecny wierzchotek

1 B F B
2 BA BC,BD A
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Algorytm Fleury'ego - krok 2

Na zakonczenie kroku 2 zapamigtujemy do jakiego wierzchotka
doszlismy po wybraniu naszej krawedzi (tu A, jako drugi koniec
krawedzi BA) i usuwamy z grafu krawedz, z ktérej skorzystalismy
(BA). Gdyby to byta ostatnia krawedz incydentna z B, to
usunelibySmy tez wierzchotek B (ale w tym przypadku tak nie jest).
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Algorytm Fleury'ego - krok 3

O—O——O—-Cr—

G‘@

Z punktu A obecnie wychodzi tylko jedna krawedz: AC. Zgodnie z
punktem Il algorytmu Fleury'ego, musimy ja wybraé jako kolejna
(nie ma innych opgji) i przej$¢ na jej drugi koniec (obecnym
wierzchotkiem staje sie C), a nastepnie usuna¢ z grafu.

Nr etapu | wybér | inne mozliwosci | obecny wierzchotek
2 BA BC,BD A
3 AC - C
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Algorytm Fleury'ego - krok 4

Poniewaz usuneliémy ostatnig krawedz incydentng z wierzchotkiem A,
usuwamy z grafu tez wierzchotek A. Z obecnego wierzchotka C,
wychodza trzy krawedzie, wiec stosujemy krok 1V algorytmu. Okazuje
sie, ze jedna (CE) jest mostem, wiec nie mozemy jej wybra¢ w tym
kroku! W takiej sytuacji nie zapisujemy tez jej jako ,,innej
mozliwosci” (bo zgodnie z algorytmem Fleury'ego nie moglismy jej
wybraé). Powiedzmy, ze wybieramy z mozliwych opcji krawedz CB, a
CD notujemy jako mozliwa opcje alternatywna.
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Algorytm Fleury'ego - krok 4

Z obecnego wierzchotka C wychodzg trzy krawedzie, wiec stosujemy
krok 1V algorytmu. Okazuje sie, ze jedna (CE) jest mostem, wiec nie
mozemy jej wybra¢ w tym kroku! W takiej sytuacji nie zapisujemy tez
jej jako ,innej mozliwosci” (bo zgodnie z algorytmem Fleury'ego nie
moglismy jej wybra¢). Powiedzmy, ze wybieramy z mozliwych opgji
krawedz CB, a CD notujemy jako mozliwg opcje alternatywna.
Krawedz CB usuwamy z grafu.
Nr etapu | wybér | inne mozliwosci | obecny wierzchotek
3 AC - C
4 CB CD (nie CE!) B
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Algorytm Fleury'ego - kroki 5-7

Kolejne trzy kroki algorytmu s3 bardzo proste, gdyz za kazdym razem
mamy tylko jedna opcje wyboru (na podstawie punktu Ill algorytmu):
z wierzchotka B musimy wybraé krawedz BD, usunac jg i przejs¢ do
wierzchotka D, z wierzchotka D wybieramy krawedz DC, usuwamy ja,
przechodzimy do wierzchotka C, a stamtad wybieramy krawedz CE i
przenosimy sie do wierzchotka E, usuwajac krawedz CE.
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Algorytm Fleury'ego - kroki 5-7

Z wierzchotka B musimy wybraé krawedz BD, usunac ja i przejé¢ do
wierzchotka D, z wierzchotka D wybieramy krawedz DC, usuwamy ja,
przechodzimy do wierzchotka C, a stamtad wybieramy krawedz CE i
przenosimy sie do wierzchotka E, usuwajac krawedz CE. Usuwamy tez
wierzchotki B,D,C, gdyz nie s3 juz incydentne z zadna krawedzia.

Nr etapu | wybdr | inne mozliwosci | obecny wierzchotek
4 CB CDh B
5 BD - D
6 DC - C
7 CE - E
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Algorytm Fleury'ego - krok 8

Z obecnego wierzchotka E znéw wychodza trzy krawedzie, wiec
stosujemy krok IV algorytmu. Jedna z krawedzi (EF) jest mostem,
wiec nie mozemy jej wybraé w tym kroku! Powiedzmy, ze wybieramy
z mozliwych opcji krawedz EG, a EH notujemy jako mozliwg opcje
alternatywna. Krawedz EG usuwamy z grafu (krawedz EH staje sie

mostem!)
Nr etapu | wybér | inne mozliwosci | obecny wierzchotek
7 CE - E
8 EG EH (nie EF!) G
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Algorytm Fleury'ego - krok 9

Z obecnego wierzchotka G znéw wychodza trzy krawedzie, lecz tym
razem zadna nie jest mostem, wiec mozemy wybra¢ dowolna (np.
GH), a pozostate (Gl, GJ) zapisa¢ jako ,inne mozliwosci”. Krawedz
GH usuwamy z grafu.
Nr etapu | wybdr | inne mozliwosci | obecny wierzchotek
8 EG EH G
9 GH Gl, GJ H
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Algorytm Fleury’ego - krok 10

Z obecnego wierzchotka H tez wychodzg trzy krawedzie, wiec
stosujemy krok 1V algorytmu. Jedna z krawedzi (HE) jest mostem,
wiec nie mozemy jej wybra¢ w tym kroku. Zauwazmy, ze nie byta
mostem w startowym grafie, stata sie nim w trakcie wykonywania
algorytmu. Powiedzmy, ze wybieramy z mozliwych opcji krawedz Hl,
a HJ notujemy jako mozliwg opcje alternatywna. Krawedz HlI
usuwamy z grafu.
Nr etapu | wybér | inne mozliwosci | obecny wierzchotek
9 GH Gl, GJ H
10 HI HJ (nie HE!) I

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic2a. Zagadnienia graféw nieskierowanych: cykl



Algorytm Fleury’ego - dalsze kroki
@ H
\
®© @ o

Kolejne kroki algorytmu sa juz na tyle trywialne, ze mozna
przeanalizowac je jednocze$nie. Nie mamy zadnej alternatywy dla
wyboru kolejno krawedzi: |G, GJ, JH, HE, EF. Po wybraniu ostatnie;j
krawedzi EF, zgodnie z krokiem Il zatrzymujemy algorytm, gdyz z
wierzchotka F, w ktérym konczymy nie wychodza juz zadne
krawedzie. Poza zapisaniu algorytmu powinna powstaé tabela taka,
jak na nastepnym slajdzie.
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Algorytm Fleury'ego - tabela

Nr etapu | wybér | inne mozliwosci | obecny wierzchotek
1 B F B
2 BA BC,BD A
3 AC - C
4 CB CDh B
5 BD - D
6 DC - C
7 CE - E
8 EG EH G
9 GH Gl, GJ H
10 HI HJ I
11 IG - G
12 GJ - J
13 JH - H
14 HE - E
15 EF - F

Prawdziwym wynikiem algorytmu jest cigg wierzchotkéw z ostatniej kolumny:
BACBDCEGHIGJHEF.
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Uwagi dotyczace algorytmu Fleury'ego i jego zapisu

e Na sprawdzianie/egzaminie jako wynik algorytmu nalezy zapisaé
odpowiednia tabelke oraz ciagg wierzchotkéw tworzacy droge/cykl
Eulera.

@ Notowanie alternatywnych opcji jest uciazliwe, ale konieczne na
potrzeby sprawdzania, czy Panstwo rozumieja algorytm. Bez tej
kolumny, na matych grafach, ktére zwykle s3 na sprawdzianach,
nie datoby sie odrézni¢ studenta znajacego algorytm od
zgadujacego. Dlatego poprawne wypetnienie tej kolumny
odpowiada za co najmniej potowe punktéw za takie zadanie.

o Dla grafu, ktéry nie jest prosty (ma petle i krawedzie
wielokrotne) zamiast ciggu kolejnych wierzchotkéw rozwiazaniem
bytby ciag kolejnych krawedzi (ktére musielibySmy najpierw
nazwaé w sposéb jednoznaczny).
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Uwagi dotyczace algorytmu Fleury'ego i jego zapisu

o Algorytm nieprzypadkowo konczyt sie w wierzchotku F. Jezeli
konstruujemy droge Eulera, (a nie cykl) to wierzchotki o
nieparzystych stopniach s3 poczatkiem i koncem tej drogi.
GdybySmy w pierwszym kroku wybrali F jako punkt startowy,
algorytm zakonczytby sie w B.

@ Praktyczna kontrola: liczba krokéw (i wierszy w tabeli) powinna
wynosi¢ o 1 wiecej niz liczba krawedzi w grafie.

@ Ztozono$¢ obliczeniowa algorytmu Fleury'ego dla grafu
G = (V, E), z uwzglednieniem testowania, czy dana krawedz
jest mostem (np. algorytm Tarjana) wynosi O(|V| - |E|).

@ Istnieje mniej ztozona obliczeniowo (O(|E|), po odpowiednim
przygotowaniu), ale wymagajaca wiekszego zuzycia pamieci i
bardziej skomplikowana w opisie niz algorytm Fleury'ego
procedura wyznaczania drég Eulera: algorytm Hierholzera.
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Przyktadowe problemy hamiltonowskie

@ Problem sprzatania: znéw programujemy robota sprzatajacego
jaki$ budynek, ale tym razem sale (znajdujace sie na przecieciach
korytarzy), a nie korytarze. Jak to zrobié, by podczas jednego
objazdu nie trafiat 2 razy do tej samej sali?

o Klasyczny problem skoczka szachowego: odwiedzenie wszystkich
pol szachownicy.

@ Problem komiwojazera: utworzenie trasy przez zadang liczbe
miast tak, by przez zadne miasto nie przejezdzac 2 razy.
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Wszystkie te problemy (i wiele podobnych) z punktu widzenia teorii
graféw sprowadzaja sie do jednego: znalezienia cyklu Hamiltona.

Cykl Hamiltona

Cykl Hamiltona to cykl przechodzacy przez wszystkie wierzchotki
grafu.

Zwréémy uwage, ze w szczegdlnosci cykl Hamiltona przechodzi przez
kazdy wierzchotek grafu (poza swoim poczatkiem i korfcem)
doktadnie raz. W przeciwienstwie do cyklu Eulera faktycznie jest
cyklem w Scistym sensie.

Graf hamiltonowski
Graf hamiltonowski to graf posiadajacy cykl Hamiltona.
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Przyktad

VAN

Na czerwono przyktadowy cykl Hamiltona w grafie o$mioscianu.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic2a. Zagadnienia graféw nieskierowanych: cykl



Problem otwarty

Cho¢ cykle Hamiltona wydaja sie podobne do cykli Eulera, nie jest
znany dla nich odpowiednik twierdzenia Eulera.

Nie jest znana zadna metoda, pozwalajaca szybko (w czasie
wielomianowym) stwierdzi¢ dla kazdego grafu czy jest on
hamiltonowski (chociaz sprawdzenie, czy dany cykl jest
hamiltonowski jest dos¢ proste - analogicznie do problemu rozktadu
na czynniki pierwsze). Mamy do dyspozycji tylko rézne warunki
wystarczajace, jak na przyktad:

Twierdzenie Orego

Jesli w grafie prostym G = (V, E) o co najmniej 3 wierzchotkach
kazde dwa niesgsiednie wierzchotki v i w spetniaja
deg v + degw > |V/|, to graf G jest hamiltonowski.
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Twierdzenia o hamiltonowskosci

Istniejg prostsze wnioski z twiedzenia Orego

Whiosek z twierdzenia Orego

Jesli w grafie prostym G = (V, E) o co najmniej 3 wierzchotkach
zachodzi jesli |E| > 3(|V| — 1)(|V| — 2) + 2 to graf G jest
hamiltonowski.

Twierdzenie Diraca

Jesli w grafie prostym G = (V, E) o co najmniej 3 wierzchotkach
kazdy wierzchotek jest stopnia co najmniej | L to graf G jest
hamiltonowski.

| A

y

Nie sg to jednak warunki konieczne - istniejg grafy, ktére nie spetniaja
twierdzenia Orego (a tym bardziej Diraca), a s3 hamiltonowskie.
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Hamiltonowsko$¢ prostych graféow

o Grafy niespdjne, zawierajace wierzchotki rozspajajace lub mosty
nie s hamiltonowskie.

Kliki K, sa hamiltonowskie dla n > 3.
Grafy-cykle s3 hamiltonowskie, a grafy-drogi nie.

Grafy platonskie s3 hamiltonowskie.

Dodanie nowej krawedzi do grafu hamiltonowskiego nie psuje
hamiltonowskosci. Dodanie wierzchotka moze zepsuc.

o Graf Petersena nie zawiera mostéw, ale nie jest hamiltonowski.

Natomiast po usunieciu dowolnego wierzchotka i krawedzi do
niego incydentnych, ten graf stanie sie hamiltonowski.
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