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Relacja i funkcja - definicja

Relacja

Dla danych zbioréw X, Y relacja nazywamy dowolny podzbiér
iloczynu kartezjanskiego X x Y. Jedli para (x, y) nalezy do relagji

R C X x Y, to zapisujemy ten fakt: xRy i czytamy: ,x jest w relacji
Rzy".

Funkcja

Funkcja f prowadzaca ze zbioru X # () w zbiér Y # () (notacja:

f: X — Y) nazywamy relacje w X x Y taka, ze kazdy element

x € X wchodzi w relacje z doktadnie jednym elementem y € Y.
Zbiér X nazywamy dziedzing funkgcji f i oznaczamy przez Dy. Jego
elementy to argumenty funkcji f.

Zbiér Y nazywamy przeciwdziedzing funkcji f.

Zbiér f(X) ={y € Y :3Ix € X : f(x) = y} to zbiér wartosci funkgji
f. Elementy tego zbioru to wartosci funkcji f.
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Uwagi i Interpretacje

Definicja funkcji jest tozsama z definicja znang ze szkoty.
Najwazniejsze jest w niej, ze kazdemu elementowi dziedziny
przypisujemy jeden element przeciwdziedziny. Nalezy pamieta¢, do
opisu funkgcji nie wystarcza ,,przepis’ czyli wzdr obliczenia wartosci
funkcji w kazdym punkcie dziedziny, ale tez trzeba poda¢ sama
dziedzine i przeciwdziedzine (chyba, ze jest domyslnie znana).
Relacje mozemy sobie wyobrazaé jako ,funkcje wielowartosciowa” tj.
takie ,,odwzorowanie”, ktére argumentowi moze przypisywac wiele
wartosci (albo i zadnej). Relacja zwykle nie jest funkcja (acz kazda
funkcja jest relacja).
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Przyktady funkgji

W tej prezentacji wyjatkowo domyslnie bedziemy sie zajmowaé
funkcjami rzeczywistymi (czyli o dziedzinie i przeciwdziedzinie
zawartej w R), ale znamy réwniez zupetnie inne funkgcje:
@ Funkcja zadana na zbiorze ludzi np. funkcja ,matka”, ktéra
kazdemu cztowiekowi przyporzadkowuje jego matke.

@ Znane ze szkoty ciagi liczbowe, czyli funkcje okreslone na N o
wartoéciach w R. (a, = a(n)).

@ Funkcja na zbiorze panstw, przyporzadkowujaca kazdemu
panstwu jego najwiekszego partnera handlowego (sposréd innych
panstw).
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Przyktady nie-funkg;ji

Nie sa funkcjami (a sa relacjami):
o f(x)=1 gdy X =Y =R (bo0€ D)
o fx)=yex*+y’=1,X=Y=[-11] (bodlax =0
przyjmowataby 2 r6zne wartosci)

o ,relacja rodzenstwa” na zbiorze ludzi, ktéra kazdemu
cztowiekowi przypisuje wszystkich jego braci i siostry (bo
niektérym argumentom nie przypisywataby zadnych wartosci, a
innym kilka).
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Réwnos¢ funkg;ji

Réwnos¢é funkgji
Méwimy, ze funkcja f jest réwna funkcji g jesli D = Dy
i Vien, f(x) = g(x).
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Réwnosc funkcji-przyktad

f(x)=x—4 Dr =R f(x) = X%, D =R\ {0}
Te funkcje nie s3 réwne, bo maja rézna dziedzine.
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Zawezenie

Jesli, wspominajac o funkgji, nic nie méwimy o dziedzinie, to
zaktadamy, ze jest ona maksymalna mozliwa. Dlatego czasem
méwimy o zawezeniu funkcji do jakiego$ zbioru (jesli chcemy, by
dziedzina funkcji zostata ,sztucznie” zmniejszona).

Zawezenie
Niech f : X — Y i AC X. Wtedy f|a: A— Y taka, ze

Va € A f|a(a) = f(a) nazywana jest zawezeniem funkcji f do zbioru
A.
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Réznowartosciowos¢ funkgji

Co prawda to tez byto w szkole, ale jest to na tyle wazne, ze
przypomne:

Injekcja (funkcja réznowarto$ciowa)

Funkcje f : X — Y nazywamy réznowartosciowa (lub injekcja), jesli
nie przyjmuje nigdy tej samej wartosci dla dwu réznych argumentéw,
czyli Vapex(a # b= f(a) # (b)) lub tez (sformutowanie
réwnowazne) V, pex(f(a) = f(b) = a = b).
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Réznowartosciowos¢ funkcji - przyktad

f(x) =2x +1 jest g(x) = x? nie jest
réznowartosciowa réznowartosciowa
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Réznowartosciowos¢ funkcji - przyktad

Z rysunku widac réznowartosciowo$¢ (lub jej brak), ale pewniej jest
sprawdzi¢ obliczeniami.

Dla funkcji f(x) = 2x + 1 jedli zatozymy, ze f(a) = f(b) dla pewnych
wartosci a i b to otrzymamy:

2a+1=2b+1=2a=2b=a=b,

co dowodzi, ze funkcja f jest réznowartosciowa.
Dla funkcji g(x) = x? wystarczy poda¢ kontrprzykfad: otéz
g(—1) =1 = g(1), co przeczy réznowartosciowosci tej funkcji.
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Réznowartos$ciowos¢ funkcji - zastosowanie

Réznowartosciowosé funkgji jest kluczowa przy rozwigzywaniu
réwnan. Dla funkcji réznowartosciowej f, jesli wiemy, ze f(a) = f(b),
to a = b, dlatego mozemy rozwigzujac réwnanie ,znikng¢” f po obu
stronach.

Na przykfad, wiemy, ze f(x) = /x jest réznowartosciowa na

[0, +00). Dlatego mozemy réwnanie \/x = 4 zapisa¢ jako \/x = /16
i, dzieki réznowartosciowosci funkcji v/x ,znikna¢” pierwiastek z obu
stron réwnania, otrzymujac x = 16.

Nie mozna tak zrobi¢ na funkcjach ktére nie s3 réznowartosciowe. Na
przykfad, niech g(x) = x. Réwnanie x> = 4 mozemy zamienié na

x? = 22, ale teraz ,znikniecie” kwadratu nie doprowadzi nas do
réwnowaznej postaci - otrzymamy tylko x = 2, tracac drugi mozliwy
pierwiastek: x = —2.
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Podstawowe dziatania na funkcjach

Na funkcjach, jak na liczbach mozna wykonywa¢ dziatania
arytmetyczne.

Dziatania na funkcjach

Niech f : X - Rig: X — R, a € R, zas ¢ oznacza jedno z dziatan
+, —, -. Wtedy definiujemy funkcje:
aa-f: X =R, (a-f)(x)=a-f(x).
b)fog: X =R, (fog)(x)=1f(x)og(x).
Dodatkowo, jesli g(x) =0 < x € A, to definiujemy:
) L X\A=R, L(ix) =
g g

-8’
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Ztozenie funkg;ji

Dodatkowo, na funkcjach mozemy przeprowadzi¢ jeszcze jedno
dziatanie: sktadanie.

Ztozenie funkcji

Niech f : X — Y ig:Y — Z. Wtedy funkcja h: X — Z dana
wzorem h(x) = g(f(x)) nazywa sie zfozeniem funkcji f i g.
Oznaczamy h = g o f. f jest nazywana funkcja wewnetrzna, a g
funkcja zewnetrzna takiego ztozenia.
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Ztozenie funkgcji - ilustracja

z=g(f(x)) = gof(x)

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic 2. Funkcje i ich odwracanie 16 /34



Skfadanie funkcji - przyktad

Zat6zmy, ze mamy dane dwie funkgje: f(x) =1 — x i g(x) = x°.
Witedy g(f(x)) = g(1 — x) = (1 — x)?. Zatem g o f(x) = (1 — x)%.
Mozemy tez wykonal ztozenie w przeciwng strone:

f(g(x)) = f(x?) =1— x2 Zatem fog(x) =1 — x%.

Jak widaé na powyzszym przyktadzie, sktadanie funkcji NIE JEST
przemienne.

W szczegélnosci, go f(—1) =22=4,afog(—-1)=1-1=0.
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Surjekcja

Funkcje f : X — Y nazywamy surjekcja, jesli przeciwdziedzina tej
funkcji jest réwna zbiorowi wartosci tj. Vyey3xex : f(x) = y.

Surjekcjami na R s3 zawsze wielomiany nieparzystego stopnia. Kazda
funkcje dos¢ fatwo przeksztatcié w surjekcje - odpowiednio
zmniejszajac jej przeciwdziedzine.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic 2. Funkcje i ich odwracanie 18 /34



Surjekcje - przyktad

‘/n
“ 3 T T 3

g(x) = 2% nie jest surjekcja
f(x) = 2x + 1 jest surjekcja J'ako g : R — R, ale moze by¢
jako f:R — R jako g : R — R,
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Bijekcja

Funkcje f : X — Y nazywamy wzajemnie jednoznaczna lub bijekcja,
jesli jest injekcja i surjekcja.

Bijekcjami na swojej dziedzinie i zbiorze wartosci sa wszelkie funkcje
monotoniczne np. funkcje wyktadnicze. Jedli X = Y jest zbiorem
skonczonym, to bijekcje f : X — X nazywamy permutacj3.

Permutacje mozna interpretowac jako przestawienie kolejnosci
elementéw zbioru.
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Funkcja odwrotna do danej

Funkcja odwrotna do danej

Dla bijekcji f : X — Y definiujemy jej funkcje odwrotna
f~1:Y — X nastepujaco: f~1(y) = x, gdzie x jest takie, ze
f(x) = y. Jest to jedyna funkcja taka, ze f o f~! = idy,
f~1o f = idx. Kazda funkcje, ktéra posiada funkcje odwrotna
nazywamy odwracalna.

Gdyby f nie byta injekcja, to definicja funkcji odwrotnej nie bytaby
jednoznaczna dla niektérych punktéw Y. Gdyby nie byta surjekcja, to
funkcja ! nie bytaby okreslona na catym Y.
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Typowe rzeczywiste funkcje odwrotne do siebie

Na tym slajdzie nie precyzuje dziedziny i przeciwdziedziny - to tatwo
uzupetnié.

e Dodawanie i odejmowanie tej samej liczby. f(x) = x + a'i
g(x) = x — a sa funkcjami wzajemnie odwrotnymi dla
dowolnego a € R, bo (x +a) —a=(x —a) +a=x.

@ Potegowanie i pierwiastkowanie z tym samym wyktadnikiem:
f(x) = x? i g(x) = v/x sa funkcjami wzajemnie odwrotnymi dla
a > 0 i odpowiednio dobranych dziedzin (R ), bo
¥ = (Y3 = x.

o Funkcje wykfadnicze i logarytmiczne o tych samych podstawach:
f(x) = a“i g(x) = log, x sa funkcjami wzajemnie odwrotnymi
dla a > 0 i odpowiednio dobranych dziedzin (¢wiczenie), bo
3'°8:% = log,(a¥) = x.
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Odwracanie funkgji - procedura

Powiedzmy, ze mamy funkcje dang wzorem f(x) = .... Jak znalez¢
wzor funkcji odwrotnej do niegj?
Zalecana procedura jest nastepujaca:

e W formule wyjéciowej zamieniamy miejscami x i f(x), a zamiast
f(x) piszemy f~*(x) (albo y, zeby nie mie¢ zbyt
skomplikowanych symboli w réwnaniu).

@ Powstate réwnanie rozwigzujemy tak, by obliczy¢ f~*(x) (lub y,
ktére na kofcu zamieniamy w f~*(x)).

e To, co wyszto, jest wzorem funkcji odwrotnej.
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Odwracanie funkgji - przyktad

Powiedzmy, ze mamy funkcje rzeczywista dana wzorem
f(x)=3x+2.
Zapisujemy x = 3f1(x) + 2 i, dla uproszczenia, podstawiamy
y = f71(x), otrzymujac x = 3y + 2.
Rozwigzujemy ze wzgledu na y:

2

1
x:3y+2$x—2=3y:>y=§x—§.
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Wykresy funkcji odwrotnych

Wykresy funkcji odwrotnych

Wykresy wzajemnie odwrotnych funkgcji rzeczywistych sg symetryczne
wzgledem prostej y = x.
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Dodatkowe twierdzenia

Zasada buta i skarpetki

Jedli funkcje f : X — Y ig:Y — Z s3 odwracalne, to
(gof)t=Ff1log™L

Odwrotnos¢ i monotonicznos¢
Jedli funkcja f: X — Y jest funkcja rosnaca (malejaca) i
odwracalna, to 71 : Y — X réwniez jest funkcja rosnaca (malejaca)

v
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Na zbiorach dyskretnych

W ramach tego kursu czesciej bedziemy zajmowac sie funkcjami na
zbiorach dyskretnych, a ich odwracanie przyda si¢ na podstawach
kryptologii. Przyktad:

A={ab,c}; B={o, 3,7}

Niech f : A — B bedzie zdefiniowane: f(a) = a, f(b) =, f(c) = f.
f jest bijekcja, wiec mozemy stworzyé funkcje odwrotng f~1: B — A,
ktéra mozna zdefiniowaé jako f~1(a) = a, F}(B8) =ci f1(y) = b.
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Na zbiorach dyskretnych

Przyktad:

A={a b, c}; B=A{a,p,7}.

Niech g : A — B bedzie zdefiniowane: g(a) = «, g(b) = v,

g(c) = . g nie jest funkcja réznowartosciowa i nie da si¢ jej
odwréci¢, bo nieznane bytyby wartosci g71(3) (dlatego konieczna jest
surjektywno$é) i g 1(~y) (dlatego konieczna jest réznowartosciowo$¢).
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Na zbiorach dyskretnych

Zeby bijekcja miedzy zbiorami skofczonymi istniata, zbiory te musza
miec te sama liczbe elementéw. Na przyktad:

A={ab,c}; C=1{1,23,4}.

W takiej sytuacji nie istnieje bijekcja aniz Aw C, aniz Cw A.
Doktadniej, nie istnieje surjekcja z A w C i nie istnieje injekcja z C w
A.
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