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e Motywacja

© Zdania i formy zdaniowe

e Zdania ztozone i rachunek zdan

e Testowanie zdah za pomoca tablic i tautologie

© Podstawowe prawa logiki
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Logika matematyczna

Logika matematyczna:
e Dziat matematyki analizujacy zasady prowadzenia rozumowan.

@ Umozliwia odréznienie niepoprawnych rozumowan od
poprawnych i zrozumienie poprawnego zapisu twierdzen i
definicji matematycznych.

@ Jest podstawa dziatania komputerdéw i dlatego stosowana jest w
jezykach programowania.

o Ma zwigzek ze sprzetem komputerowym, w szczegdlnosci
uktadami i bramkami logicznymi.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic la. Podstawy logiki matematycznej 3/48



Plan dziatu

Terminologia i oznaczenia, w tym tablice (matryce) logiczne;
Rachunek zdan;

Dowody i ich rodzaje;

Elementy teorii mnogosci i ich zwigzek z logika;

Wstep do teorii uktadéw logicznych.
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Zdanie logiczne

Zdanie logiczne to stwierdzenie, ktéremu mozna przypisa¢ doktadnie
jedna z dwu wartosci logicznych: prawda i fatsz (nie obie
jednoczesnie!). Innymi stowy, to stwierdzenie, ktére moze by¢
prawdziwe lub fatszywe.

W rachunku zdan, zmienne zdaniowe oznaczamy matymi literami:
najczesciej p, q, r,...
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Przyktady zdan

Przyktadowe zdania:

@ Napoleon Bonaparte jest prezydentem Polski. (zdanie fatszywe)

@ 2+ 2 = 4. (zdanie prawdziwe)

@ Liczba 4 jest dodatnia, a liczba 3 jest ujemna. (zdanie ztozone,
fatszywe)

o Kazda liczba catkowita parzysta wieksza od 2 jest sumg dwdéch
liczb pierwszych. (Hipoteza Goldbacha, zdanie, ktére ma wartos$¢
logiczna, cho( jej nie znamy)
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Kontrprzyktady

Nie s zdaniami (z punktu widzenia logiki):

e Czy pada deszcz? (pytanie, nie ma wartosci logicznej)

o Nigdy wiecej wojny! (réwnowaznik zdania, mozna przetworzyé na
zdanie)

o Ucz sie!l (rozkaz, nie ma wartosci logicznej)

o Jedli nie przestaniesz krzyczeé, wyjde. (moze to byé zdanie -
zaleznie od tego jak dobrze znamy intencje osoby je
wypowiadajacej, ale bez dodatkowych informacji trudno okresli¢

warto$¢ logiczna)
@ x —y =y —x. (yix nie sg okreslone, wiec nie znamy wartosci
logicznej. To jest forma zdaniowa)
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Zdania niejednoznaczne

Mogj istnie¢ zdania o niejasnej wartosci logicznej, gtéwnie ze
wzgledu na brak precyzji sformutowania.
@ Studenci s3 bogaci.
@ Dzis$ jest ciepto.
@ Matematyka jest ciekawa.
@ Dla wszystkich A, jesli A> =0 to A = 0. (Nieokreslony zbiér
wszystkich A. Jedli to sa liczby rzeczywiste, zdanie prawdziwe.
Jesli macierze o wartosciach rzeczywistych, to nie).

Na kursach zwigzanych z matematyka staramy sie ich unikaé lub
przeksztatcaé w zdania jednoznaczne (i powinno sie tak postepowaé
w programowaniu!).
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Formy zdaniowe

Czesto w zagadnieniach matematycznych lub programistycznych
pojawiaja sie sformutowania, ktére zawierajg zmienng i dopiero
dodatkowa informacja o tej zmiennej pozwala przeksztatcié je w
zdanie. Nazywamy je formami zdaniowymi.

@ x > 0. (forma zdaniowa zmiennej x)
o Pani A zna pana B. (forma zdaniowa zmiennych A i B)

@ n matematykéw zna liczbe k, ktéra spetnia zdanie p. (forma
zdaniowa zmiennych n, k, p)

W rachunku zdan, formy zdaniowe oznaczamy jak funkcje np. p(x),
q(A, B), ¢(n, k, p).
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Formy zdaniowe i kwantyfikatory

Twierdzenia i definicje matematyczne maja czesto postac¢ form
zdaniowych zmienionych w zdanie za pomoca pewnych sformutowan
zwanych kwantyfikatorami. Najczesciej uzywane to:

e Kwantyfikator ogdlny odpowiadajacy sformutowaniu: ,dla
kazdego”. Oznacza sie go znakiem V. Przyktadowo V,cr x2 > 0.
Zdania typu V,exp(x) sa prawdziwe tylko gdy wszystkie zdania
p(x) po podstawieniu dowolnego x ze zbioru X s3 prawdziwe.

o Kwantyfikator szczegdtowy odpowiadajacy sformutowaniu:
sistnieje” . Oznacza sie go znakiem 3. Przyktadowo 3,cr x < 0.
Zdania typu J,exp(x) sa prawdziwe tylko gdy cho¢ jedno zdanie
p(x) po podstawieniu dowolnego x ze zbioru X jest prawdziwe.

Istnieja tez inne kwantyfikatory (np. 3! oznaczajacy ,istnieje
dokfadnie jeden”), ale nie bedziemy sie nimi zajmowaé na tym kursie.
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Przyktady

e X zdat matematyke na pierwszym semestrze. (Forma zdaniowa
zmiennej X)

@ Dla kazdego X ze zbioru studentéw pierwszego roku (Vxcs, gdy
S jest zbiorem studentéw pierwszego roku), X zdat matematyke
na pierwszym semestrze. (zdanie zazwyczaj fatszywe)

o Istnieje X ze zbioru studentéw pierwszego roku (Ixcs, gdy S jest
zbiorem studentéw pierwszego roku), taki, ze X zdat matematyke
na pierwszym semestrze. (zdanie zazwyczaj prawdziwe)

® Ve, n>13p1,meyp 20 = p1 + p2. (Hipoteza Goldbacha, zapis
skrécony)

Kwantyfikatory czasem opuszczamy, jesli sg oczywiste. Np. prawo
przemienno$ci dodawania liczb rzeczywistych zapisujemy

X 4+ y =y + x, cho¢ formalnie powinno by¢ zapisane

Viyer Xy =y +x.
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Dowody i kontrprzyktady

Podstawowa koncepcja: aby co$ uznaé za prawde (lub fatsz), nalezy
przedstawi¢ Scisty dowdd, ze tak wtasnie jest (lub, ze tak nie jest).
Twierdzenia s3 czesto postaci V,exp(x).

o Jesli Vyexp(x) ma by¢ twierdzeniem, to musi by¢é udowodnione, ze
p(x) jest prawdziwe dla kazdego x. Nie wystarczy sprawdzi¢ kilku
(ani kilku miliardéw) przyktadéw, by zdecydowad, ze tak jest.
Hipoteza Goldbacha jest sprawdzona dla liczb rzedu 107 i
mniejszych, ale to nie wystarcza by dowies¢ jej prawdziwosci.

@ Natomiast wystarczy wykaza¢ fatsz jednego zdania typu p(x), by
twierdzenie V,ex p(x) byto fatszywe. Takie zdanie nazywa sie
kontrprzyktadem.

@ Zdanie: Kazda liczba naturalna jest mniejsza niz miliard
(Vnen n < 10°) jest prawdziwe dla miliarda pierwszych przyktadéw.
Ale np. liczba n = 10 4 1 jest kontrprzyktadem, wiec to nie jest
prawda.
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Funktory logiczne

Okreslanie prawdy lub fatszu prostego zdania to zagadnienie spoza
zakresu zainteresowan logiki. Teraz zajmiemy sie gtdwnie oceng
prawdziwosci skomplikowanych, ztozonych zdan, przy zatozeniu, ze
jesteSmy w stanie okresli¢ prawdziwos¢ ich zdan sktadowych. Tym
zajmuje sie tak zwany ,rachunek zdan”.

Zdania ztozone powstaja z prostych za pomoca funktoréw, czyli
.dziatan” na zbiorze zdan, ktére mozna interpretowaé jako spéjniki
miedzy zdaniami. Podstawowymi funktorami, z ktérych powstaja
wszystkie inne s3: negacja (nie-), koniunkgcja (i), alternatywa (/ub),
implikacja (Jezeli..., to ), réwnowaznos¢ (wtedy i tylko wtedy, gdy).
We wszystkich naszych obliczeniach uzywamy nastepujacych
oznaczen logicznych: 1 oznacza prawde, a 0 fatsz.
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Tablice logiczne

Tablice (lub matryce) logiczne to podstawowe narzedzie rachunku
zdan - zaréwno stuzace defininiowaniu funktoréw jak i rozstrzyganiu

prawdziwosci ztozen).

Tablica logiczna

Tablicg lub matryca logiczng zdania ztozonego zbudowanego ze zdan
prostych nazywamy tablice podajaca wartosci tego zdania ztozonego
w zaleznosci od wartosci logicznej zdan sktadowych. Wartosé catego
zdania obliczamy, wyznaczajac kolejno wartosci zdan prostszych.
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Jedyny z podstawowych funktoréw, ktéry operuje tylko na jednym
zdaniu. Dla zdania p, zdanie ,nieprawda, ze p" lub w skrécie ,nie-p”
nazywamy negacja i oznaczamy przez —p lub ~ p. Jest ono
prawdziwe, gdy wyjéciowe zdanie jest fatszywe (i na odwrét), co
mozna przedstawi¢ tablica:

pl~p
1] 0
0 1

Na przyktad, skoro zdanie ,2+4-2=4" jest prawdziwe, to zdanie
.Nieprawda, ze 2+2=4" lub w skrécie ,2+ 2 # 4" musi by¢ fatszywe.
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Dla zdan p oraz q, zdanie ,p i q" (czyli wstawienie miedzy zdania

tacznika ,,i") nazywamy koniunkgcja i oznaczamy przez p A q.
Koniunkcja jest prawdziwa doktadnie wtedy, gdy obydwa zdania
sktadowe s3 prawdziwe, co mozna przedstawié tablica:

plallpArg

1)1 1

110 0

01 0

00 0
Na przyktad, zdanie ,242=5 i w tym momencie w Krakowie pada
deszcz" jest zawsze fatszywe, niezaleznie od stanu pogody, bo

pierwsza cze$¢ tego zdania jest fatszywa.
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Alternatywa

Dla zdan p oraz q, zdanie ,p lub q" (czyli wstawienie miedzy zdania
tacznika ,lub”) nazywamy alternatywa i oznaczamy przez p V q.
Alternatywa jest prawdziwa doktadnie wtedy, gdy przynajmniej jedno
ze zdan skfadowych jest prawdziwe, co mozna przedstawi¢ tablica:

Plq|PVq
1]1 1
110 1
01 1
0]0 0
Na przyktad, zdanie ,,24+2=4 lub w tym momencie w Krakowie pada

deszcz" jest zawsze prawdziwe, bo pierwsza cze$¢ tego zdania jest
prawdziwa.

Ciekawostka: Istnieje funktor alternatywy wykluczajacej XOR (albo, ,lub
prawnicze” ), prawdziwy gdy doktadnie jedno ze zdanh sktadowych jest
prawdziwe.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic la. Podstawy logiki matematycznej 17 /48



Implikacja

Dla zdan p oraz q, zdanie ,,Z p wynika q" albo ,Jezeli p, to q"
nazywamy implikacja i oznaczamy przez p = q. Implikacja jest
prawdziwa wtedy, gdy zdanie p jest fatszywe lub zdanie q jest
prawdziwe, co mozna przedstawi¢ tablica:

plalp=gq
11 1
1/of o
o1 1
0lo0| 1

Mozna powiedzie¢, ze implikacja jest najwazniejszym funktorem dla
matematykéw, bo postaé implikacji najczesciej maja twierdzenia (Np.
wJezeli a, b, ¢ sa dtugosciami bokéw tréjkata prostokatnego (c -
przeciwprostokatnej), to a® + b?> = ¢2"), a ich dowody to tak
naprawde ciagi implikacji.
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Implikacja

plalp=gq
11 1
1[0 o0
o1 1
o[o] 1

Mozna powiedzie¢, ze implikacja jest najwazniejszym funktorem dla
matematykéw, bo postaé implikacji najczesciej maja twierdzenia (Np.
wJezeli a, b, ¢ s3 dtugosciami bokéw tréjkata prostokatnego (c -
przeciwprostokatnej), to a® + b? = ¢*"), a ich dowody to tak
naprawde ciagi implikacji. Dlatego czesto zdanie p w implikacji

p = q jest nazywane zafozeniem, a zdanie q teza. q jest tez
nazywane warunkiem koniecznym, by zachodzito p, a p warunkiem
wystarczajagcym, by zachodzito g.
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Implikacja

plalp=gq
11 1
1[0 o0
o1 1
o[o] 1

Implikacja moze by¢ nieintuicyjna: dlaczego prawdziwym jest, ze z
dowolnego fatszu wynika dowolna prawda i ze z dowolnego fatszu
wynika dowolny fatsz? Warto interpretowac to nastepujaco:
zajmujemy sie nie prawdziwoscia jakiegokolwiek zdania sktadowego,
ale procesu rozumowania prowadzacego z zatozenia do tezy. Jedli
rozpoczynamy od fatszywego zatozenia to poprawne rozumowanie
moze nas doprowadzi¢ gdziekolwiek - do tezy prawdziwej lub
fatszywej.
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Implikacja - przykfad

Przyktadowo, zatozeniem niech bedzie 1 = 2 (oczywiscie, zatozenie
fatszywe). Zgodnie z prawami arytmetyki obie strony prawdziwe;j
réwnosci mozna przemnozy¢ przez te samga liczbe rzeczywista,
otrzymujac réwniez prawdziwg réwnosé. Mnozac startowe réwnanie
stronami przez 2 otrzymamy 2 = 4. Rozumowanie jest poprawne,
dlatego implikacja 1 = 2 = 2 = 4 jest prawdziwa, mimo, ze obydwa
zdania skfadowe s3 fatszywe.

Rozpoczynajac od tego samego zatozenia, mozemy tez obydwie
strony startowej réwnosci pomnozy¢ przez 0. Otrzymamy wtedy

0 =0, co jest prawda. Zatem startujac od fatszywej przestanki mozna
dojsc do prawdziwej, gdyz rozumowanie byto poprawne i
1=2=0=0.
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Réwnowaznosé

Dla zdan p oraz q, zdanie ,,p jest réwnowazne q" albo ,p wtedy i
tylko wtedy, gdy q" nazywamy réwnowaznoscig i oznaczamy przez
p < q. Réwnowaznos¢ jest prawdziwa doktadnie wtedy, gdy obydwa
zdania maja te sama wartos$¢ logiczng, co mozna przedstawi¢ tablica:

Plalpegq
11 1
1[0 o0
o[1] o
o[o0] 1

Twierdzenia maja tez czesto postaé réwnowaznosci, gdyz de facto
rownowaznos¢ jest ,implikacja w obie strony”.

(peqg)e(p=9) A (9= p)
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Analiza prawdziwosci zdan

Znajac juz podstawowe funktory logiczne, mozemy analizowaé za
pomoca tablic logicznych prawdziwo$¢ zdan ztozonych. Powiedzmy,
ze chcemy zbadaé¢, dla jakich wartosci logicznych zdan sktadowych
prawdziwe bedzie zdanie:

/Zadanie

Jezeli Aurora dobrze gra w szachy, to jest madra, a jezeli nie jest
madra lub zna jezyk suahili, to nie gra dobrze w szachy.

Zaczynamy od identyfikacji podstawowych zdan sktadowych, ktérych
prawdziwos¢ pozna¢ mozemy tylko narzedziami spoza dziedziny logiki
i ktoérych nie da sie rozbi¢ na zdania prostsze. Tutaj mamy trzy takie
zdania: ,Aurora dobrze gra w szachy” (odtad oznaczane jako p),
JAurora jest madra” (bedziemy to oznacza¢ je q) i ,Aurora zna jezyk
suahili” (oznaczone jako r).
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Analiza prawdziwosci zdan

Zadanie

Jezeli Aurora dobrze gra w szachy, to jest madra, a jezeli nie jest
madra lub zna jezyk suahili, to nie gra dobrze w szachy.

Wykorzystujac oznaczenia p = , Aurora dobrze gra w szachy”, g =
»Aurora jest madra” r = ,Aurora zna jezyk suahili” mozemy
formalnie zapisa¢ to zdanie jako:

(p=aq) A((~aq)Vr)=(~p)].

Prawdziwos¢ tego zdania sprawdzimy za pomoca tablicy logicznej.
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Analiza prawdziwosci zdan

(p=q)AN[((~q)Vr)=(~p)].

Najpierw wypisujemy wszystkie mozliwosci (jest ich 27, gdzie n jest
liczba zdan podstawowych).

plalr
111
1[1]0
1/0]1
1/0]0
0|11
0|10
0/0]1
0/0]0
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Analiza prawdziwosci zdan

(p=a)A[((~aq)Vvr)=(~p).

Gtéwnym tacznikiem (czyli funktorem, ktéry wykonujemy jako
ostatni) jest A, wiec najpierw wyznaczamy warto$¢ logiczna zdania
na lewo od niego.

plalr|pr=q
(11 1
110 1
1/o0[1] 0O
1jolo] o
o[1[1] 1
o[1]0] 1
ojo[1] 1
0[0]0 1
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Analiza prawdziwosci zdan

(p=a)N[((~q)Vr)=(~p).

Nastepnie wyznaczamy kolejno wartosci jak najprostszych zdan
ztozonych po prawej stronie (i dla skrécenia zapisujemy p = q jako
L, czyli lewa strone gtéwnego zdania) :

plalr|Li(~q)|(~p)|(~q)Vr
1111 o 0 1
1(1lo[1] O 0 0
1jol1][o] 1 0 1
1/ojofo| 1 0 1
011 1] 0 1 1
o[1l0]1] O 1 0
olo|1(1] 1 1 1
ololo|l1] 1 1 1
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Analiza prawdziwosci zdan

(p=aq)A[((~q)Vr)=(~p)].

JesteSmy teraz gotowi do wyznaczenia prawdziwosci catego zdania po
prawej od A, czyli ((~ q) V r) = (~ p) (w tabeli w skrécie
oznaczymy to zdanie jako P).

plalr|L]i(~q) | (~p)|(~qVr P
Tl11[1] o 0 1 0
1(1lo[1] O 0 0 1
1jol1][o] 1 0 1 0
1/ojofo| 1 0 1 0
011 1] 0 1 1 1
o[1l0]1] O 1 0 1
olo|1(1] 1 1 1 1
ololo|l1] 1 1 1 1
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Analiza prawdziwosci zdan

(p=a)A[((~q)Vr)=(~p)].

| wreszcie w ostatniej kolumnie tabeli otrzymujemy prawdziwosé
catego zdania, korzystajac z kolumn L, P i wiedzy o prawdziwosci
funktora koniunkgji.

plalr|Li(~aq)|(~p)|(~qVr|P|LAP
1[1[1]1] © 0 1 0l o
1[1[0[1] O 0 0 1 1
1[o[1[0] 1 0 1 0 o
1[0l0]0] 1 0 1 0 0
o|1[11] o0 1 1 1 1
0[1[0[[1] O 1 0 1] 1
ojoj1|1] 1 1 1 1] 1
ojofof[1] 1 1 1 1 1
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Analiza prawdziwosci zdan

plalriLi(~q)|(~p)|(~qVr|P|LAP
1[1[1]1] © 0 1 0 0
1[1[0[1] O 0 0 1] 1
1[o[1]0] 1 0 1 0l o
1[0(0]0] 1 0 1 0 0
o|1[1[1] o 1 1 1 1
0[1[0[[1] O 1 0 1] 1
ojoj1|1] 1 1 1 1] 1
ojofof1] 1 1 1 1] 1

Z matrycy odczytujemy, ze cate zdanie jest nieprawdziwe tylko w
trzech sytuacjach: gdy wszystkie 3 zdania proste sg prawdziwe, gdy
prawdziwe s3 doktadnie zdania p i r oraz gdy prawdziwe jest tylko
zdanie p.
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Analiza prawdziwosci zdan

Z matrycy odczytujemy, ze cate zdanie jest nieprawdziwe tylko w
trzech sytuacjach: gdy wszystkie 3 zdania proste sg prawdziwe, gdy
prawdziwe s3 doktadnie zdania p i r oraz gdy prawdziwe jest tylko
zdanie p.

Wracajac do naszych oznaczen: p = ,Aurora dobrze gra w szachy”,
g = ,Aurora jest madra” r = ,Aurora zna jezyk suahili”, mozemy
powiedzieé, ze cate zdanie wyjsSciowe jest fatszywe, gdy Aurora dobrze
gra w szachy i zna suahili (niezaleznie, czy jest madra, czy nie), a
takze gdy Aurora dobrze gra w szachy, ale nie jest madra i nie zna
suahili. W innych wypadkach zdanie jest prawdziwe. Reszta badania
tego zdania nie zalezy od logiki: musimy z innych Zrédet poznaé
prawdziwos¢ ,,zdan podstawowych”.
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Tautologia i zdanie sprzeczne

Wyrazenie logiczne zbadane w tabeli logicznej na poprzednich
slajdach miato r6zng wartos¢ logiczng w zaleznosci od prawdziwosci
zdan sktadowych (p, g i r). Nie zawsze tak jest.

Tautologia

Tautologig nazywamy zdanie ztozone, ktére s3 zawsze prawdziwe,
niezaleznie od prawdziwosci jego zdan sktadowych.

Tautologie w praktyce mozna poznac po tym, ze w kolumnie wyniku
tablicy logicznej tautologii pojawiaja sie same jedynki.

Zdanie sprzeczne

Zdaniem sprzecznym nazywamy zdanie ztozone, ktére s3 zawsze
fatszywe, niezaleznie od prawdziwosci jego zdan sktadowych.

Oczywiscie, jedli p jest tautologia to ~ p jest zdaniem sprzecznym (i
na odwrét).
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Tautologia i zdanie sprzeczne - przyktady

Proste tautologie, zwane prawami logiki, s szczegdlnie przydatne,
gdyz mozna ich uzywaé jako elementéw rozumowan, za pomoca
ktérych rozstrzygamy o prawdziwosci bardziej skomplikowanych zdan.
Klasyczna tautologia jest p VV (~ p). tatwo mozna to sprawdzié

tabela:
pll~p|pPV(~p)
1] 0 1
0 1 1

Klasycznym zdaniem sprzecznym jest p A (~ p) (do samodzielnego
sprawdzenia).
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Podstawowe prawa logiki

Na kolejnych slajdach zajmiemy sie podstawowymi prawami logiki,
czyli tautologiami najczesciej uzywanymi przy konstruowaniu
dowodéw i analizie rozumowan. Prawdziwos$¢ kazdego z nich mozna
sprawdzi¢ metoda matrycy logicznej. Jest ich mnéstwo, wskazemy
tylko najbardziej znane i przydatne:

Prawa idempotentnosci i identycznosci

pVp<sp pAp<sp;
pV1i&s 1, pV0&e p,p A0S0, pAL S p.

Przez 1 oznaczam tu zdanie zawsze prawdziwe, a przez 0 zdanie
zawsze fatszywe.
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Prawa przemiennosci i tacznosci

Prawa przemiennosci i tgcznosci

(pva)e(qVvp)(pPAg) <= (gnAp); (P& q) = (g p);
[(pVa)Vr<elpV(gvnli(pAg)Arl< [pA(gAr)]

Prawa przemiennos$ci méwia, ze nie ma znaczenia kolejnos¢ zdan w
alternatywie, koniunkgji i rbwnowaznosci (ma w implikacji!), a prawa
facznodci, ze serie tylko koniunkcji albo tylko alternatyw mozna
odczytywaé w dowolnej kolejnosci (wiec nie ma sensu ich
nawiasowac).
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Prawo kontrapozycji i inne transformacje implikacji

Prawo kontrapozycji
(p=q) = (~qg=~0p)

(~ g =~ p) jest nazywane zdaniem przeciwstawnym lub
kontrapozycjg zdania (p = q) i jest tak samo prawdziwe. Na tym
fakcie oparte sg tak zwane ,, dowody nie wprost” .

Zdanie g = p jest nazywane zdaniem odwrotnym do (p = q) i,
podobnie jak jego kontrapozycja (~ p =~ q), moze mie¢ inn3a
wartos¢ logiczng od zdania wyjsciowego.
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Kontrapozycja i zdanie odwrotne - przykfad

Powiedzmy, ze rozwazamy implikacje ,Jezeli pada deszcz, to na
niebie s3 chmury”. Kontrapozycja (réwnie prawdziwa) jest zdanie:
,Jesli na niebie nie ma chmur, to nie pada deszcz".

Zdaniem odwrotnym bytoby ,Jezeli na niebie s3 chmury, to pada
deszcz", a jego kontrapozycja: ,Jezeli nie pada deszcz, to na niebie
nie ma chmur”. Ostatnie dwa zdania nie s3 réwnowazne dwu
pierwszym.
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Reductio ad absurdum

Waznga technikya dowodzenia jest ,sprowadzanie do sprzecznosci” w
logice nazywane:

Reductio ad absurdum
(p=q) <= [(PA~q)=0]

Zamiast dowodzié, ze z zatozenia wynika teza, mozna rozwazy¢, co
by sie dziato gdyby zatozenie zachodzito, a teza nie i wskazaé, ze w
takiej sytuacji zachodzitoby jakie$ zdanie ewidentnie fatszywe
(przyktad poézniej).
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Prawa zaprzeczen

Prawo podwdjnego przeczenia

Prawa de Morgana

~(pAq) & (~pV~aq),
~(pVq) & (~pA~q)

Prawa de Morgana méwia, ze gdy chcemy podaé zaprzeczenie zdania
bedacego koniunkcja lub alternatywa, musimy nie tylko zaprzeczy¢
zdania sktadowe, ale tez koniunkcje zastapi¢ alternatywa, a
alternatywe koniunkgja.
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Prawa zaprzeczen

Prawo zaprzeczenia implikacji
~(p=q) & (pA(~q))

Zaprzeczenie rbwnowaznosci jest na tyle skomplikowane, ze nie
traktuje go jako gtéwnego prawa logiki, ale dojscie do niego jest
proste, jesli wykorzystamy dotychczasowe prawa, pokazujac przyktad
klasycznego rachunku zdan (czyli przeksztatcen zdan za pomoca praw
logiki). Wiemy, ze

(p=aq)=p=aq) A(g=p)
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Przyktad rachunku zdan

(p=q)=p=aq) A(g=p)

Zatem, zeby zaprzeczy¢ réwnowaznos$é, musimy zaprzeczyé
koniunkcje dwoch implikacji, a do tego wystarcza dotychczasowe
prawa zaprzeczen:

~[p=q)AN(g=p)]e[~(p=qV~(@=ple

< [(pPA(~q) V(g (~p))
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Przyktad rachunku zdan

Stad moglibysmy zapisaé ogdlne prawo:

~(peq)elpA(~q)V(gA(~p)l

W tym ,dowodzie” ukryliémy naturalne wykorzystanie
najwazniejszego, a niewymienionego jeszcze prawa logiki.
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Prawo przechodnio$ci implikacji i rbwnowaznosci

Prawo przechodniosci implikacji i réwnowaznosci

[(p=a)A(q=r)]= (p=r)
[(pea)A(ger)]=(per)

Prawa te s3 o tyle wazne, ze opieraja sie na nich wszelkie dowody
matematyczne (jak ten na poprzednim slajdzie). Dowody twierdzen
dziataja jak ciagi réwnosci: z zatozenia wynika jakis$ fakt, z tego
drugi, nastepnie trzeci... i tak otrzymujemy cigg implikacji, ktéry
konczy sie teza: z = p; = pa... = p, = t (czasem te implikacje sa
réwnowazno$ciami). Dzieki prawu przechodnioéci implikacji i
rownowaznosci, takie dowody s3 prawidtowe.
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Prawa przemiennosci kwantyfikatorow

Prawa przemiennosci kwantyfikatoréw
ViV 0(x, y) € Y, Yp(x, y);

3.3,0(x,¥) & 3,30(x, y);
3, Vep(x,y) = V3, 0(x, ).

Prawa te oznaczaja, ze kwantyfikatory mozna w trakcie rozumowania
dowolnie przestawiac kolejnoscia, o ile s3 takie same (tj. wszystkie
ogdlne lub wszystkie szczegdtowe), natomiast trzeba uwazaé, gdy sa
rézne (bo w trzecim prawie jest tylko implikacja).
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Prawa przemiennosci kwantyfikatorow

CzeSciowa przemiennos¢ kwantyfikatorow
AVx(x,y) = Iy o(x, y).

To ostatnie prawo najlepiej zapamietaé na przyktadzie: jesli zdanie
©(x,y) oznacza: ,Para butéw y pasuje na cztowieka x" to oczywiscie,
sytuacja, ze istnieje para butéw pasujaca na kazdego cztowieka jest
duzo mniej prawdopodobna, niz ze dla kazdego cztowieka istnieje para
butéw, ktéra na niego pasuje - dlatego te zdania nie s3 réwnowazne.
Doktadniej méwiac, jesli zachodzi ta pierwsza sytuacja oznacza, ze
kazdy cztowiek ma pasujacy pare butéw, na przyktad te uniwersalna.
Natomiast przyktad na nieprawdziwos¢ implikacji odwrotnej, to
rzeczywisto$¢: dla kazdego da sie zrobié pasujaca pare butéw, ale
jedna para butéw pasujaca na wszystkich ludzi raczej nie istnieje.
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Prawa zaprzeczania kwantyfikatorow

Prawa zaprzeczania kwantyfikatoréw

~ Yyp(x) & 3 ~ o(x);
~ Fxp(x) & Vi ~ p(x);

Jesli chcemy zaprzeczy¢ zdanie zawierajace kwantyfikator, to nie tylko
musimy zaprzeczy¢ forme zdaniowa pod kwantyfikatorem, ale sam
kwantyfikator sie zmienia: jesli przed zaprzeczeniem byt ogdlnym, to
po zaprzeczeniu bedzie szczegétowym (i na odwrét).
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Prawa zaprzeczania kwantyfikatorow

Prawa zaprzeczania kwantyfikatoréw

~ Vp(x) € 3 ~ o(x);
~ Jp(x) & Yy ~ o(x);

Przyktadowo, chcac pokazaé, ze nieprawda jest zdanie ,Wszystkie
krowy sg czarne” mozemy udowodnié, ze ,Istnieje krowa, ktéra nie
jest czarna”, po prostu taka wskazujac. Ale chcac udowodnié, ze
nieprawdziwe jest zdanie ,Istnieje liczba podzielna przez 4, ktéra nie
jest parzysta”, nie wystarczy wskaza¢ jeden przyktad, ale trzeba
udowodnié, ze ,Kazda liczba podzielna przez 4 jest parzysta”.
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Zaprzeczanie kwantyfikatoréw - przyktad

Zadanie
Zaprzeczy¢ zdanie:

E|x€IRvy€NE|oz>0 (2X2 + y2 =ax=X>Yy + Oé).

Po pierwsze, wszystkie kwantyfikatory musimy zamieni¢ na
.przeciwne”, otrzymujac: Vicr3dyenVaso. Po drugie, trzeba
zaprzeczy¢ samg forme zdaniowa pod kwantyfikatorem (ktéra jest
implikacja). W sumie otrzymujemy:

VxeRayeNVa>0(2X2 + )’2 =aAx<y+ a).
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