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Problem, ktérym zajmuje sie kombinatoryka (przynajmniej na
poziomie tego wyktadu) to: jak policzyé elementy duzych (ale
skonczonych) zbioréw bez uzycia brutalnej sity i wypisania wszystkich
elementow.

Przyktad. Liczba wszystkich sposobéw utozenia kart w 52-kartowej
talii to okoto 10%. To jest zdecydowanie wieksza liczba, niz liczba
atoméw, z ktérych sie sktada Ziemia. Takiej listy utozen nie sg w
stanie przechowywa¢ nawet najwigksze komputery. A jednak, planujac
zasady jakiej$ gry karcianej (np. pokera), musimy jako$ obliczy¢
prawdopodobienstwa powstania réznych uktadéw, do czego
teoretycznie takiej wielkosci liczby s potrzebne.

Nalezy przypomniec sobie definicje prawdopodobienstwa dyskretnego.
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Moc zbioru

Moca zbioru S nazywamy liczbe elementéw tego zbioru. Oznaczamy

ja IS].

Na tym wyktadzie zajmujemy sie zbiorami o skonczonej mocy
(skonczonymi), chyba, ze wyraznie jest napisane inaczej, wiec
definicja ta dla nas nie wymaga komentarzy.

Dla zbioréw nieskonczonych kwestia mocy zbioru jest duzo bardziej
skomplikowana.
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Zliczanie wielokrotnosci

Pierwszy przyktad wymaga potaczenia wiedzy i umiejetnosci z
zakresu kombinatoryki i teorii liczb.

Zadanie

lle jest liczb naturalnych pieciocyfrowych, ktére sg podzielne
jednoczesnie przez 9 i przez 127

Generalnie, jesli w ramach tego wyktadu méwie o liczbach, to
domyslnie s3 to liczby naturalne. Najpierw musimy skorzysta¢ z
pewnego twierdzenia z zakresu teorii liczb:

Twierdzenie

Dla dodatnich liczb a, b zachodzi:

alc i blc & NWW (a, b)|c.
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Zliczanie wielokrotnosci - przykfad

Twierdzenie

Dla dodatnich liczb a, b zachodzi:

alc i blc & NWW (a, b)|c.

W ten sposéb sprowadzimy nasze zagadnienie do:

/Zadanie

lle jest liczb naturalnych pieciocyfrowych, ktére sg podzielne przez
NWW (9, 12) = 367

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomicla. Kombinatoryka: prawo sumy i réznicy, zlic



Cecha z liczby

By sformutowad twierdzenie dajace odpowiedZ na tego typu pytania,
potrzebujemy wpierw definicji:

Cecha (podtoga)

Niech x € R. Cecha (lub podtoga) z x nazywamy najwieksza liczbe
catkowita nie wieksza niz x. Oznaczamy ja przez [x].

Na przyktad:
[7] =3, [2] =4, [5] =5, [-1,5] = — 2.
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Zliczanie wielokrotnosci - ogdlne twierdzenie

Tego typu zagadnienia mozna rozwigza¢ za pomocg nastepujacego
twierdzenia:

Twierdzenie o zliczaniu wielokrotnosci

Dla dodatniej liczby a istnieje doktadnie

<)
c
liczb dodatnich, podzielnych przez dodatnig liczbe c i nie wigkszych

od a.
W szczegdlnosci, dla dodatnich liczb a, b, takich, ze a < b istnieje

dokfadnie
o[
C C

liczb podzielnych przez dodatnig liczbe c i zawartych w przedziale
domknietym [a. b
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Zliczanie wielokrotnosci - przykfad

Teraz mozemy rozwigzac nasze zadanie.

/Zadanie

lle jest liczb naturalnych pieciocyfrowych, ktére sg podzielne przez
367

Liczby pieciocyfrowe to inaczej liczby naturalne z przedziatu
[a, b] = [10000,99999]. Zatem, zgodnie z twierdzeniem o zliczaniu
podzielnosci, poprawny wynik to:

l’_’] _ [Ll} _ {99999] - [9999] — 2777 — 277 = 2500.

c c 36 36
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Prawo sumy

Niech S'i T beda zbiorami skonczonymi. Wtedy

ISUT|=|S|+|T|—-|SNT|

W szczegélnosci, jesli S i T sa roztaczne, to [SU T| = |S| + | T|.
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Prawo sumy - objasnienie

Aby obliczy¢ liczbe elementéw na zakolorowanym obszarze, trzeba
policzy¢ kazdy element S U T doktadnie raz. Gdybysmy liczyli

|S| 4 | T|, to faktycznie policzylibySmy po raz elementy z
pomaranczowego obszaru, ale elementy z czerwonego obszaru (czyli
SN T) policzylibySmy dwa razy - raz jako elementy S, a raz jako
elementy T. Dlatego, zeby otrzymaé wtasciwy koncowy wynik,
musimy od |S| + | T| odja¢ jeden raz |SN T|.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomicla. Kombinatoryka: prawo sumy i réznicy, zlic



Prawo sumy - przyktad

/Zadanie

lle liczb naturalnych dodatnich, mniejszych lub réwnych 1000, dzieli
sie przez 3 lub przez 57

Rozwazmy dla zbiory: A; - zbiér liczb mniejszych lub réwnych 1000,
podzielnych przez 3 i A, - zbidr liczb mniejszych lub réwnych 1000,
podzielnych przez 5.

Zgodnie z twierdzeniem o zliczaniu wielokrotnosci

[Ar] = [152] = 333, a |Aq| = [*§°] = 200.
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Prawo sumy - przyktad

Teraz tatwo mozna popetni¢ btad twierdzac, ze skoro A = A; U A;, to
|A| = |A1] + |Az|. Jak widzimy w prawie sumy, tak nie jest, gdyz
zbiory A; i A, nie s roztaczne (np. liczba 300 nalezy do obydwu
zbioréw, wiec liczac tak jak w poprzednim zdaniu policzylibySmy ja
dwa razy!).

Zeby przeprowadzi¢ poprawne obliczenia, potrzebujemy obliczy¢ moc
zbioru A; N A,. S3 to liczby mniejsze od 1000, podzielne przez 3 i 5,
czyli podzielne przez NWW (3,5) = 15. Zgodnie z twierdzeniem o
zliczaniu wielokrotnodci |A; N Ay | = [199] = 66.

15
Zgodnie z prawem sumy mozna zatem obliczy¢:

1AL U Ao| = |A| + |As] — |AL N As| = 333 4 200 — 66 = 467.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomicla. Kombinatoryka: prawo sumy i réznicy, zlic



Zasada wtaczen i wytaczen

Uogdlnimy teraz prawo sumy na sytuacje z wigksza liczba zbioréw.

Zasada wtaczen i wytaczen

Niech A;, Ay, ..., A, beda zbiorami skohczonymi. Aby znalez¢ liczbe
elementéw zbioru A; U A, U ... UA,, nalezy znalez¢ liczby wszystkich
mozliwych przecig¢ tych zbioréw, dodac do siebie wyniki uzyskane dla
przeciec nieparzystej liczby zbioréw, a nastepnie odjaé wyniki
uzyskane dla przecie¢ parzystej liczby zbioréw. Scidlej:

ALUA UL UA, =Y A=Y JANA LI+ Y JANANA—. ..
i=1 i#j k#iFj#k

4

Zauwazmy, ze dla dwéch zbioréw otrzymujemy po prostu prawo sumy.
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Zasada wtaczen i wytaczen - objasnienie dla 3
zbioréw

Cc

Aby obliczy¢ liczbe elementéw na zakolorowanym obszarze, trzeba
policzy¢ kazdy element AU B U C doktadnie raz. Gdybysmy liczyli
|A| + |B| + | C|, to faktycznie policzylibySmy po raz elementy z
pomaranczowego obszaru, ale elementy z czerwonego obszaru (czyli
przeciecia parzystej liczby zbioréw) policzyliby$my dwa razy, a
elementy przeciecia AN B N C (zétty obszar) nawet 3 razy!
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Zasada wtaczen i wytaczen - objasnienie dla 3

zbioréw

C

Jesli odejmiemy od |A| + |B| + |C| sume [ANB|+ |BNC|+ |CNA|
to co prawda elementy z pomaranczowych i czerwonych obszaréw
policzylismy efektywnie po raz, ale elementy z z6ttego obszaru
najpierw policzyliSmy 3 razy, a potem odjelismy 3 razy - czyli
efektywnie ich nie policzyliémy. Dlatego trzeba dodaé |[AN BN C|
jeszcze raz.
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Zasada wtaczen i wytaczen - objasnienie dla 3

zbioréw

Ostatecznie:

|AUBUC| = |A|+|B|+|C|—(|JANB|+|BNC|+|CNA|)+|ANBNC|.
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Zasada wtaczen i wyfaczen - przyktad

Zadanie

lle jest liczb catkowitych 4-cyfrowych, spetniajagcych warunek: w ich
zapisie dziesietnym nie wystepuje co najmniej jedna z cyfr: 0, 1 lub 27

Niech A bedzie naszym szukanym zbiorem. Zauwazmy, ze mozna jego
elementy opisa¢ alternatywa: nie wystepuje 0 lub nie wystepuje 1 lub
nie wystepuje 2.

Zatem zbidr A jest suma trzech podzbioréw: Ag - zbiér liczb
4-cyfrowych, w ktérych nie wystepuje cyfra 0, Ay - zbiér liczb
4-cyfrowych, w ktérych nie wystepuje cyfra 1 i A, - zbidr liczb
4-cyfrowych, w ktérych nie wystepuje cyfra 2. Wykorzystamy zasade
wiaczen i wytaczen dla sumy Ag U A; U As.
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Zasada wtaczen i wyfaczen - przyktad

(...) Ag - zbidr liczb 4-cyfrowych, w ktdrych nie wystepuje cyfra 0, A;
- zbidr liczb 4-cyfrowych, w ktérych nie wystepuje cyfra 1 i A; - zbidr
liczb 4-cyfrowych, w ktérych nie wystepuje cyfra 2. (...)

Do obliczania mocy kazdego z tych zbioréw z osobna oraz ich
przecie¢, bedzie potrzebne tak zwane prawo iloczynu, wiec wrécimy
do tego w kolejnej prezentacji. W kazdym razie, udowodnimy w
przysztosci, ze:

|Ao| = 9* = 6561; |A;| = |As| = 8- 9% =5832;

|A1 N A2| =7 83 = 3584; |Ao N A1| = |A0 N A2| = 84 = 4096;

|A0 N A1 N A2| - 74 - 2401
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Zasada wtaczen i wyfaczen - przyktad

|Ao| = 9* = 6561; |A;| = |As| = 8- 9% =5832;

|A1 N A2| =7 83 = 3584, |A0 N A1| = |A0 N A2| = 84 = 4096,
|Ag M AL N Ay| = 7% = 2401.

Z zasady wtaczen i wyfaczen:

|A] = |AdUALUA,| = |Ao|+|A1|+|A2|—(|AcNA1|4+|AcN Az |4 |A1NAL | )+

+]Ao N A1 N Ay| = 8850.
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Prawo roznicy

Bardzo prostym wnioskiem z prawa sumy jest:

Prawo réznicy
Dla dowolnych zbioréw A i X zachodzi:

[XNAl = [X] =X N A

W szczegdlnosci, jesli A C X to [ X \ Al = |X| — |A|.

Zwtaszcza ten ostatni wniosek przydaje sie do$¢ czesto, by zmienié
zagadnienie zliczania elementéw jakiego$ zbioru w zliczanie
elementéw jego dopetnienia do zbioru, ktérego moc znamy.
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Prawo roznicy - przyktad

lle jest liczb catkowitych 4-cyfrowych, takich, w ktérych co najmniej
raz wystepuje cyfra 0, co najmniej raz cyfra 1 i co najmniej raz cyfra
27

Zamiast oblicza¢ zbiér B zadany warunkami zadania, obliczymy jego
dopetnienie do zbioru X wszystkich liczb 4-cyfrowych, ktérego moc
to: | X| = 9000. Dopetnienie zbioru B do X to zbiér takich liczb
4-cyfrowych, w ktérych nie wystepuje cyfra 0 lub nie wystepuje cyfra
1 lub nie wystepuje cyfra 2, czyli zbiér A z poprzedniego zadania.
Ostatecznie, z prawa réznicy:

IB| = |X \ Al = |X| — |A] = 9000 — 8850 = 150.
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