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Grafy izomorficzne - motywacja

Grafy czesto utozsamiamy z ich rysunkami. W praktycznych
zastosowaniach, wazne jest tez nadanie wfasciwych nazw
wierzchotkom (a czasem i krawedziom), czyli poetykietowanie grafu.
Jednak sposéb narysowania grafu i nadania jego wierzchotkom etykiet
nie wptywa na podstawowa strukture grafu. Jesli badamy zjawiska z
zakresu teorii graféw, a nie ich interpretacje, grafy, ktére réznia sie
tylko rysunkiem i opisem wierzchotkéw i krawedzi s3 dla nas takie
same, a formalnie méwimy o nich: izomorficzne.

Generalnie, graféw izomorficznych nie bedziemy traktowac jako
roznych od siebie. Jednak czasem nie jest tatwo zauwazy¢, czy dane
dwa grafy s3 izomorficzne, czy nie. W ogdlnym przypadku to jest
bardzo trudne do stwierdzenia, natomiast ta prezentacja powinna
nam pomdoc rozstrzygna¢ zagadnienie izomorficznosci w prostych
sytuacjach.
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Grafy izomorficzne - przyktad

pochodna @

Zdenek———  — p

Zauwazmy, ze te dwa grafy (z matematycznego punktu widzenia) sa
takie same - r6znia si¢ tylko nazwami wierzchotkéw (A-Zdenek, B-4,
C-@©, D-pochodna, E-p) i sposobem narysowania. Ich struktura, czyli
liczba wierzchotkéw i potaczenia miedzy nimi sa te same.
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Grafy izomorficzne - formalizacja

Grafy izomorficzne

Dwa grafy ogélne G i H nazywamy izomorficznymi jesli istnieje
bijekcja (czyli odwzorowanie ,,jeden do jednego”) ¢ : V(G) — V(H)
zachowujaca sasiedztwo wierzchotkéw, czyli taka, ze liczba krawedzi
taczacych wierzchotki u i v w grafie G jest taka sama jak liczba
krawedzi taczacych wierzchotki ¢(u) i ¥ (v) w grafie H. Bijekcje te
nazywamy izomorfizmem. lzomorficzno$¢ graféw G i H zapisujemy
G~H.
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Grafy izomorficzne - formalizacja dla graféw

skierowanych

|lzomorficzne grafy skierowane

Dwa grafy skierowane G i H nazywamy izomorficznymi jesli istnieje
bijekcja (czyli odwzorowanie ,,jeden do jednego") ¢ : V(G) — V(H)
zachowujaca orientacje krawedzi miedzy wierzchotka, czyli taka, ze
liczba krawedzi prowadzacych z wierzchotka u do wierzchotka v w
grafie G jest taka sama jak liczba krawedzi prowadzacych z
wierzchotka ¢ (u) do v¥(v) w grafie H. Bijekcje te nazywamy
izomorfizmem. Izomorficzno$¢ graféw skierowanych G i H zapisujemy
G~H.

W dalszych slajdach skupimy sie na izomorficznosci graféw
nieskierowanych, ale metody dla graféw skierowanych sg analogiczne.
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Niezmienniki izomorfizmu - idea

W jaki sposéb wykazacd, ze dwa grafy, ktére moga by¢ narysowane w
sposéb bardzo skomplikowany, sg w istocie rézne, czyli
nieizomorficzne? Najczesciej uzywanym narzedziem s3 tak zwane
niezmienniki izomorfizmu, czyli pewne cechy graféw, ktére nie
zalezg od etykietowania wierzchotkéw i krawedzi, oraz od sposobu ich
narysowania. W rezultacie, kazde dwa izomorficzne grafy maja
wszystkie niezmienniki takie same. (Uwaga! Nie oznacza to, ze
zgodno$¢ jakichkolwiek niezmiennikéw gwarantuje izomorficzno$é
graful)

Odwracajac powyzsze stwierdzenie, otrzymamy podstawowe
zastosowanie niezmiennikéw izomorfizmu: jesli znajdziemy taki
niezmiennik, ktéry jest rézny dla dwu graféw, takie dwa grafy nie sa
izomorficzne.
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Znane jakosciowe niezmienniki izomorfizmu

Jakosciowe niezmienniki izomorfizmu, to wtasnosci, ktére kazdy graf
posiada albo nie. Jesli grafy sg izomorficzne i jeden z nich posiada
taka wtasno$¢, to musi posiadaé ja drugi (np. jesli jeden z graféw jest
prosty, to drugi tez musi by¢). Znane przyktady takich niezmiennikéw
to:

»Prosto$¢” czyli bycie grafem prostym.
Posiadanie drogi prostej lub cyklu o zadanej dtugosci.

Spéjnosé.

n-regularnosé¢

°
°
°
@ Acykliczno$¢ (w konsekwencji: bycie drzewem).
°
@ Bycie grafem-cyklem lub grafem-droga.

°

Posiadanie mostu/wierzchotka rozspajajacego.
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Znane ilosciowe niezmienniki izomorfizmu

[losciowe niezmienniki izomorfizmu, to liczbowe charakterystyki, ktére
potrafimy obliczy¢ dla graféw. Jesli grafy sa izomorficzne, to ich
niezmienniki iloSciowe przyjmuja te same wartosci. Znane przyktady
takich niezmiennikéw to:

o Liczba wierzchotkéw lub liczba krawedzi.

Liczba petli lub liczba krawedzi wielokrotnych.

Liczba drég prostych lub liczba cykli o zadanej dtugosci
Liczba sktadowych spdjnych.

Liczba wierzchotkéw zadanego stopnia.

Liczba mostéw lub liczba wierzchotkéw rozspajajacych.

® 6 6 6 o o

Wyznacznik, $lad, wielomian charakterystyczny i wartosci wtasne
grafu.
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Inne niezmienniki izomorfizmow

W przysztosci poznamy wiele innych wtasnosci i charakterystyk
graféw, ktére nie zaleza od etykietowania i sposobu rysowania. Jesli
nie bedzie wyraznie napisane inaczej, te wtasnosci tez sa
niezmiennikami. Przyktady to:

o Jakosciowe: Eulerowsko$¢, posiadanie drogi Eulera,

hamiltonowsko$¢, dwudzielno$¢, posiadanie skojarzenia petnego,
liczba drzew spinajacych...

@ llosciowe: liczba chromatyczna, indeks chromatyczny...
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Co nie jest niezmiennikiem izomorfizmu?

Niezmiennikami izomorfizmu nie sg wtasnosci, ktére zaleza od
etykietowania (czyli nazywania) wierzchotkéw lub krawedzi lub
sposobu narysowania. Przyktadowo, grafy moga by¢ izomorficzne,
mimo, ze:
o W pierwszym grafie istnieje wierzchotek nazwany A oraz krawedz
nazwana b, a w drugim nie.
@ Na rysunku jednego grafu pewne dwie krawedzie sie przecinaja, a
na rysunku drugiego grafu nie.
@ Jeden graf jest narysowany na niebiesko, a drugi na czarno.
@ Macierze sasiedztwa i incydencji tych graféw sa rézne (bo ich
wyglad zalezy od wyboru kolejnosci wierzchotkéw).
o Wektory wtasne macierzy sasiedztwa obu graféw sg rézne.

Do zaleznosci migdzy macierzami graféw a ich izomorficznoscia
jeszcze wrécimy.
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Do czego stuzg niezmienniki?

Nastepujaca informacja jest bardzo wazna:

Badajac niezmienniki graféw (i wskazujac, ze rdznig sie przynajmniej
jednym z nich) mozemy wykaza¢, ze pewne grafy nie sg izomorficzne.
Jednak nigdy za pomoca niezmiennikéw nie wykazemy, ze pewne
dwa grafy sa izomorficzne: mozliwe, ze wszystkie znane nam
niezmienniki dwéch graféw sg takie same, ale te grafy nadal nie sa
izomorficzne - réznig sie czyms innym.

Sposobom dowodzenia, ze grafy sg izomorficzne poswiecimy ostatnie
slajdy tej prezentacji. Najpierw jednak zobaczmy kilka przyktadéw
zastosowan niezmiennikéw izomorfizmu.
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Przyktad 1

Te grafy nie s3 izomorficzne, bo maja rézna liczbe krawedzi (choé
maja np. te sama liczbe wierzchotkéw).
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Przyktad 2

Te grafy nie s3 izomorficzne, bo majg réznga liczbe wierzchotkéw
(cho¢ maja np. te sama liczbe krawedzi).

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic 2c. lzomorfizmy graféw 13 /22



Przykfad 3

O—® O g . I
Te grafy nie s3 izomorficzne, mimo, ze maja te samg liczbe
wierzchotkéw i krawedzi. Graf po lewej jest prosty, graf posrodku nie

ma krawedzi wielokrotnych, ale ma petle, graf po prawej ma krawedz
wielokrotna, ale nie ma petli.
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Przyktad 4

Te grafy nie s3 izomorficzne: graf po lewej jest spdjny, a graf po
prawej nie (ma 2 sktadowe spdjne).
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Przykfad 5

Te grafy nie s3 izomorficzne, bo liczba wierzchotkéw danego stopnia

jest rézna: na przyktad graf po lewej nie ma wierzchotkéw stopnia 1, a
graf po prawej ma jeden taki wierzchotek. Z kolei graf po lewej ma 4
wierzchotki stopnia 2, a graf po prawej tylko 2 wierzchotki stopnia 2.
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Przykfad 6
O—®
e
O—®

Podstawowe wtasnosci i charakterystyki wydaja sie takie same, ale te
grafy tez nie sg izomorficzne. Na przyktad graf po prawej posiada cykl
dtugosci 3 (BDE) i cykl dtugosci 5 (ABEDC), a graf po lewej takich
cykli nie posiada (ma tylko cykle dtugosci 4). Inna wiasnosé: z grafu
po lewej mozna usuna¢ 2 wierzchotki i krawedzie z nimi sasiadujace
tak (B i C) tak, by graf sie rozpadt na 3 sktadowe spdjne, a w grafie
po prawej nie da sie tak zrobic.
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Przyktad konstrukcji izomorfizmu

pochodna @

Zdenek:

W tym przyktadzie zauwazyliSmy, ze jesli zdefiniujemy odwzorowanie
miedzy wierzchotkami nastepujaco:
X A B|C D E
¥(x) || Zdenek | 4 | @ | pochodna | p
to ¢ bedzie izomorfizmem miedzy grafem po lewej, a grafem po prawe;.
Jednak ,zauwazenie” izomorfizmu nie jest wiarygodna technika badania
izomorficznosci.
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Macierze incydencji i izomorfizmy

Macierz incydencji nie jest niezmiennikiem izomorfizmu, ale dzigki
niej mozemy uzyska¢ warunek réwnowazny na izomorficznos¢:

Twierdzenie o macierzy incydencji i izomorfizmie

Dwa grafy skierowane lub nieskierowane (w tym drugim przypadku
bez petli) G i H s3 izomorficzne wtedy i tylko wtedy gdy macierz
incydencji A(H) moze powstaé z macierzy incydencji A(G) za
pomoca przestawienia wierszy i kolumn.
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Macierze incydencji

10110 IOR==i==a
1 1 0 0O
0010 1 0 01 10
00011 A(H)=11 00 00
V(H) = {4, pochodna, @, 8 (1) (1) 2 1
Zdenek, p}
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Przeksztatcanie macierzy incydenc;i

10110 00101
11000 11000
AG)=[01000|"3™ |0 100 0] ik
00101 10110
00011 00011

00110 11000
11000 00110
10000 ™5™|1 000 0]=AH).
01101 01101
00011 00011

Zatem obydwa te grafy sa izomorficzne. Sledzac, jakie wiersze
zamieniliémy, mozemy nawet w ten sposéb skonstruowac¢ izomorfizm.
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Macierze sasiedztwa i izomorfizmy

Macierz sgsiedztwa nie jest niezmiennikiem izomorfizmu, natomiast
rowniez na jej podstawie da sie skonstruowaé warunek réwnowazny
na izomorficznos¢, bardziej skomplikowany, ale o wielkich
konsekwencjach teoretycznych:

Twierdzenie o macierzy sasiedztwa i izomorfizmie

Dwa grafy skierowane lub nieskierowane (w tym drugim przypadku
bez petli) G i H s3 izomorficzne wtedy i tylko wtedy gdy istnieje
macierz P taka, ze:

B(G) =P -B(H)-P .

v

Z algebry wiemy, ze powyzsza réwnos¢ oznacza identyczno$¢ wartosci
wtasnych macierzy B(G) i B(H), a co za tym idzie, ze wartosci
wtasne, wyznacznik (jako ich iloczyn) i $lad (jako ich suma) graféw
s3 niezmiennikami izomorfizmu.
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