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Graf, jaki jest, kazdy widzi

To oczywiscie jest graf.

A czy to tez?
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Graf, jaki jest, kazdy widzi

Mozemy chcie¢ zaznaczy¢ Lub ich ,dtugosc”.
»jednokierunkowos¢” krawedzi.
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Do czego stuza grafy? Przyktady zastosowan

e Mapa drogowa (np. znajdowanie najkrétszej drogi)

@ Schemat blokowy algorytmu (wybér najmniej kosztochtonnej
Sciezki rozwigzania problemu).

o Siec spoteczna (zoptymalizowanie przeptywu informacji,
zlokalizowanie kluczowych oséb, analiza handlu miedzy firmami).

@ Drzewo genealogiczne lub hierarchiczne (wyszukiwanie stopnia
pokrewiefistwa lub zaleznosci stuzbowej).

o Wiazania miedzy czasteczkami (badania struktur chemicznych i
biologicznych)

@ Sie¢ komputerowa z potaczeniami (optymalizacja przeptywu
informacji, badanie przepustowosci sieci)

@ Schemat fragmentu Internetu z linkami miedzy stronami
(algorytmy wyszukiwania stron np. PageRank)

@ Sieci elektryczne (projektowanie takich sieci, minimalizacja
kosztéw)
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Definicja grafu

Graf

Grafem lub grafem ogélnym nazywamy pare G = (V/, E), gdzie:

1) V (czasem zapisywany V(G)) jest zbiorem wierzchotkéw (weztow,
punktéw)

2) E (czasem zapisywany E(G)) jest multizbiorem krawedzi (ktére
moga sie powtarzac), czyli jedno- i dwu-elementowych podzbioréw V.

vy

Bedziemy sie zajmowac gtéwnie grafami skoriczonymi, czyli o
skonczonej liczbie wierzchotkéw i krawedzi. Jedli nie jest napisane
inaczej, zaktadamy, ze graf w danej definicji lub twierdzeniu jest
skonczony.

Do definicji pasuja obydwa grafy z pierwszego slajdu. Kétka z literami
to wierzchotki (litery w tym wypadku s3 etykietami czyli nazwami
wierzchotkéw), a odcinki je taczace symbolizuja krawedzie.
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Przypomnienie przyktadéw

To oczywiscie jest graf.

o o To tez.
Ale graf po prawej jest ciut inny.

Grzegorz Kosiorowski (Uniwersytet Ekonomic 8a. Wstepne pojecia teorii graféw 6/39



Doprecyzujmy pare pojec...

o Krawedz taczaca wierzchotki o nazwach U i V domyslnie
zapisujemy jako UV (cho¢ mozemy zawsze jako$ nazwaé
krawedzie). Jako, ze kierunek krawedzi nie jest wyrézniony VU
oznacza to samo co UV (pdki nie zajmujemy sie grafami
skierowanymi...).

o Jedli taka krawedz istnieje, méwimy, ze U i V s3 sgsiadami, a
krawedz UV nazywamy incydentngz Ui V.

o Jesli wierzchotki U i V taczy wiecej niz jedna krawedz, to
méwimy, ze miedzy nimi jest krawedz wielokrotna.

o Krawedz UV nazywamy petla jesli U = V.
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Petla i krawedz wielokrotna
(A B

W zielonym prostokacie - krawedz wielokrotna, w czerwonym - petla.
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Definicja grafu

Grafem prostym nazywamy pare G = (V, E), gdzie:
1) V jest zbiorem wierzchotkow (weztéw, punktéw)
2) E jest zbiorem réznych krawedzi o réznych koncach.

Czyli graf prosty, to taki, w ktérym nie ma petli i krawedzi
wielokrotnych. Tylko jeden graf z pierwszego slajdu jest prosty. Na
grafy, ktére nie sa proste czasem moéwi sie multigrafy lub pseudografy.
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Podgraf

Graf po prawej jest podgrafem grafu po lewej.

Graf H sktadajacy sie tylko z wierzchotkéw i faczacych je krawedzi
nalezacych do grafu G nazywamy podgrafem G.
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Grafy izomorficzne - przyktad

pochodna @

Zdenek———  — p

Zauwazmy, ze te dwa grafy (z matematycznego punktu widzenia) sa
takie same - r6znia si¢ tylko nazwami wierzchotkéw (A-Zdenek, B-4,
C-@©, D-pochodna, E-p) i sposobem narysowania. Ich struktura, czyli
liczba wierzchotkéw i potaczenia miedzy nimi sa te same.
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Grafy izomorficzne - formalizacja

Grafy izomorficzne

Dwa grafy G i H nazywamy izomorficznymi jesli istnieje bijekcja

(czyli odwzorowanie , jeden do jednego”) ¢ miedzy zbiorami V(G) i
V(H) zachowujaca sasiedztwo wierzchotkéw, tzn.

uv € E(G) = ¢(u)y(v) € E(H). Fakt istnienia izomorfizmu graféw

zapisujemy G ~ H.

.

W ramach tego kursu nie bedziemy rozrézniaé graféw izomorficznych
(chyba, ze do praktycznych zastosowan, gdzie konkretne nazwy
wierzchotkéw lub sposéb narysowania moga by¢ wygodniejsze).
Zatem dla nas grafy izomorficzne s3 dla nas takie same.
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Przypomnienie drugiego slajdu

Mozemy chcie¢ zaznaczy¢ Lub ich ,dtugosc”.
»jednokierunkowos¢” krawedzi.
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Takie grafy sie przydaja

Drogi jednokierunkowe (w miastach, w obwodach elektrycznych,
w wodociagach).

@ Drogi z czasami przejazdu.

o Kroki procedury z kosztem wykonania.
@ tacza z przepustowosciami.

o Sita oddziatywan miedzyczasteczkowych.
o Wielko$ci przeptywéw ekonomicznych.

e Prawdopodobienstwo przejscia z jednego stanu do innego (np.
algorytm Page Rank).
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A co z grafami z drugiego slajdu?

Grafy skierowane

Grafem skierowanym lub digrafem nazywamy pare

G = (V,E), gdzie:

1) V jest zbiorem wierzchotkéw (weztéw, punktéw)

2) E jest rodzing krawedzi skierowanych (ktére moga sie powtarzaé),
czyli elementéw V x V.

Krawedzie skierowane na rysunkach graféw przedstawiamy jako
strzatki, a krawedzie takiego grafu domysinie zapisujemy jako pary
uporzadkowane np. (u, v).

Jesli ktéras krawedz w takim grafie nie ma zaznaczonej strzatki,
zakfada sie, ze ma strzatki w obie strony (droga dwukierunkowa jako
domysina).
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A co z grafami z drugiego slajdu?

Grafy z wagami

Grafem z wagami nazywamy graf (skierowany lub nie), w ktérym
kazdej krawedzi e przypisana jest nieujemna liczba W(e). Waga grafu
nazywamy sume wag jego krawedzi.

Graf z wagami moze by¢ skierowany lub nie. Wagi zazwyczaj zapisuje
sie jako liczby przy krawedziach.
Waga grafu z prawej strony drugiego slajdu wynosi 18.
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Stopien - charakterystyka wierzchotka

Stopien wierzchotka

Stopniem wierzchotka v
nazywamy liczbe deg v,
oznaczajacy liczbe krawedzi
incydentnych z v (uwaga: w
obliczaniu stopnia wierzchotka
petle liczymy jako dwie
krawedzie incydentne).
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Stopien - charakterystyka wierzchotka

Stopien wierzchotka

Stopniem wierzchotka v
nazywamy liczbe deg v,
oznaczajacy liczbe krawedzi
incydentnych z v (uwaga: w
obliczaniu stopnia wierzchotka
petle liczymy jako dwie
krawedzie incydentne).

Przy kazdym wierzchotku zapisar;o jego stopien. Np. deg A = 3.
Zauwazmy, ze deg D = 4, bo petle liczymy dwa razy.
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Twierdzenie (lemat o usciskach dfoni)

Lemat o usciskach dtoni

Jedli G = (V, E) jest grafem ogdlnym, to:

> degv =2|E|.

veV

Zatem liczba wierzchotkéw stopnia nieparzystego jest parzysta.

Z tego twierdzenia wynika, ze niezaleznie ile dfoni maja wszystkie
gatunki wszechswiata i ile z nich wymienia miedzy sobg usciski dtoni,
to jesli zsumujemy usciski dtoni wykonane przez kazda osobe we
wszech$wiecie, liczba ich zawsze bedzie parzysta (wystarczy kazda
osobe potraktowa¢ jako wierzchotek grafu, a kazdy uscisk jako
krawedz miedzy wierzchotkami).
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Droga i jej dtugosc

Droga
Droga w grafie G to skonczony cigg krawedzi postaci:
Wvy, ViVa, . .., vkt (czyli drugi wierzchotek poprzedniej krawedzi musi

by¢ pierwszym nastepnej). Oznaczamy go wv; . .. vgu. Wierzchotek w
nazywamy poczatkiem, a u - koficem drogi.

W wypadku grafu skierowanego, droga jest zdefiniowana tak samo,
ale kolejne krawedzie drogi muszg mie¢ kierunek zgodny z kierunkiem
krawedzi w grafie.

Dtugos¢ drogi
Dtugos¢ drogi to liczba jej krawedzi.
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Drogi - przykfady

BC1 lub CB1

Na potrzeby przyktadu

rozrézniamy dwie krawedzie

taczace wierzchotki B i C.

o Ciag krawedzi

AB,BC1, CB1,BC2, CB1
BA, AE jest droga,
podobnie jak

AD, DD, DE, ED.

W skrocie mozna te drogi
zapisa¢ odpowiednio:
ABCBCBAE (cho¢
tracimy tu informacje o
tym, jakimi krawedziami
poruszaliSmy sie miedzy B
i C) oraz ADDED
Dtugosci tych drog to
odpowiednio 7 i 4.
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Drogi - przykfady

Ciag krawedzi AB, DA, AE nie
jest droga, bo druga krawedz
nie zaczyna sie tam, gdzie
konczy pierwsza.

Na potrzeby przyktadu
rozr6zniamy dwie krawedzie
taczace wierzchotki B i C.
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Witasnosci drég

Droga zamknieta

Droga zamknieta to droga dla ktérej w = u, czyli wierzchotek
poczatkowy jest tez wierzchotkiem koncowym.

Droga prosta

Droga prosta, to droga, ktérej wszystkie krawedzie s3 rézne (nie
mozna nawet przejs¢ jedna krawedzig w przeciwne strony).

Cykl

Cykl to droga prosta zamknieta, w ktérej jedynym powtarzajacym sie
wierzchotkiem jest jej poczatek (i jednoczesnie koniec).

A\
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Drogi - wtasnosci

o Ciag krawedzi
ED, DD, DE jest droga
zamknieta, ale nie droga
prosta ani cyklem.

o Ciag krawedzi
AD, DD, DE, EA jest
droga prosta i zamknieta
ale nie cyklem (D sie
powtarza).

Na potrzeby przyktadu
rozr6zniamy dwie krawedzie

taczace wierzchotki B i C. o Ciagi krawedzi

(EA,AD, DE) i
(BC1, CB2) sa cyklami.
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Graf acykliczny

Graf po prawej jest acykliczny, graf po lewej nie.

Graf acykliczny to graf, ktory nie zawiera cykli. I
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Spéjnos¢ - definicje

Graf spéjny to graf, w ktérym miedzy dowolnymi dwoma
wierzchotkami istnieje droga. Jesli graf nie jest spéjny, to nazywamy
go niespojnym.

Uwaga! Graf spdjny o |V/| wierzchotkach musi mie¢ przynajmniej
|V| — 1 krawedzi.

Sktadowe spdjne

Kazdy graf mozna podzieli¢ na maksymalne (w sensie zawierania)
spojne podgrafy, zwane sktadowymi spéjnymi.
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Spéjnosé, sktadowe spdjne

Graf po lewej jest spéjny, graf po prawej ma 3 (zaznaczone) sktadowe
spojne.
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Rozspdjnianie - definicje

Most to taka krawedz grafu, po ktérej usunieciu liczba sktadowych
spojnych zwieksza sie o 1.

Wierzchotek rozspajajacy

Wierzchotkiem rozspajajacym (punktem artykulacji, przegubem) w
grafie G nazywamy wierzchotek, ktérego usuniecie, wraz z jego
krawedziami incydentnymi, spowoduje wzrost liczby sktadowych
spdjnych (niekoniecznie o 1).
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Mosty i przeguby

W grafie po lewej krawedzie AB i BC, a w grafie po prawej AB i GH
s3 mostami: ich usuniecie spowoduje ,rozspdjnienie” grafu.
Wierzchotkami rozspajajacymi sa w obydwu grafach sg jedynie Ai B.
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Grafy spdjne i niespdjne - przyktady zastosowan

Warto zdac¢ sobie sprawe, ze znaczna cze$¢ probleméw, do ktérych
stosowana jest teoria graféw generuje grafy niespéjne (aczkolwiek
zazwyczaj najciekawsze rzeczy dziejg sie na najwiekszej sktadowe]
spojnej i czesto do niej ogranicza sie badania, czy dziatanie
algorytmu).

@ Sie¢ i komputery do niej niepodtaczone

@ Sieci spoteczne i samotnicy lub izolowane spotecznosci

o Niepodtaczone elementy uktadéw elektrycznych

@ Niewykorzystywane zasoby lub metody w algorytmie
rozwigzywania jakiegos$ problemu.
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Uwaga - spéjnos¢ i grafy skierowane

(4) (B)
S

(D) ()

Definiowanie spdjnosci dla graféw skierowanych jest bardziej
skomplikowane. Na przyktad z wierzchotka A istnieje droga do C, ale
nie ma drogi powrotnej. Istnieja precyzyjne definicje réznych rodzajéow
spojnoséci dla graféw skierowanych, jednak na potrzeby naszego
wyktadu uznajemy, ze graf skierowany jest spéjny wtedy i tylko wtedy
gdy spdjny jest jego graf podstawowy (czyli ten sam graf, bez
kierunkéw na krawedziach). W tym sensie graf powyzszy jest spdjny.
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Lasy i drzewa

Las to graf prosty, acykliczny. I

Drzewo to graf prosty, spdjny, acykliczny (czyli spéjny las).
Wierzchotki drzewa nazywamy wezfami. Podgraf spdjny drzewa
nazywamy poddrzewem.
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Antyklika i klika

Graf pusty (antyklika, graf niezalezny) to graf bez krawedzi. Antyklike
o n wierzchotkach oznacza sie przez A,.

Graf petny (klika) to graf prosty, w ktérym kazde dwa wierzchotki sa
pofaczone doktadnie jedng krawedzia. Klike o n wierzchotkach
oznacza sie przez K,,.

Korzystajac z wiadomosci z kombinatoryki, tatwo obliczy¢, ile
krawedzi ma klika o danej liczbie wierzchotkéw...
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Klika i antyklika

@ -
©

® ®

5-antyklika (As).

~n

o2 5

N

6-klika (Ks)
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Graf-droga i graf-cykl

Graf-droga

Graf-droga to graf ztozony tylko z krawedzi vivo, vovs, ..., v, 1V,
(czyli drugi wierzchotek poprzedniej krawedzi musi by¢ pierwszym
nastepnej), gdzie wszystkie wierzchotki v; sa rézne.

| A

Graf-cykl
Graf-cykl to graf ztozony tylko z krawedzi vivo, v, ..., vV, 1Vp, Vpwy
(czyli drugi wierzchotek poprzedniej krawedzi musi by¢ pierwszym
nastepnej), gdzie wszystkie wierzchotki v; s3 rézne, z wyjatkiem
pierwszego i ostatniego.
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Graf-droga i graf-cykl

Na gérze graf-droga o 5 wierzchotkach, na dole graf-cykl o 7
wierzchotkach.
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Grafy platonskie

Graf platonski

Graf platonski to graf ztozony z wierzchotkéw i krawedzi wieloscianu
foremnego. Jest pie¢ takich graféw (jak i pie¢ wieloscianéw
foremnych): czworoscian, szescian, o$mioscian, dwunastoscian i

dwudziestoscian.
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Grafy platonskie

Na poprzednim slajdzie - zrzutowane na ptaszczyzne grafy
czworoscionu i szeScianu, na tym grafy oSmioscianu, dwunasto$cianu i
dwudziestoscianu.
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Graf Petersena

Innym bardziej wyrafinowanym grafem o ciekawych wtasnosciach jest
graf Petersena:

1

a

10 i

# i
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