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Podziat zbioru i zliczanie permutacji - wyjasnienie

Czasem mamy do czynienia ze zbiorami, ktére sie dziela na kilka
blokéw - poszczegélne bloki sg rozréznialne, ale elementy wewnatrz
tych blokéw juz nie. Na przyktad mozemy rozwazyc¢ zbiér kulek
identycznych we wszystkim poza kolorem: 3 sg czerwone, 2 s3
niebieskie i 1 jest zielona. Wtedy naturalnym podziatem tego zbioru
na bloki jest: blok czerwonych kulek, blok niebieskich kulek, blok
zielonych kulek. Jesli chcemy permutowad, czyli ustawia¢ w kolejnosci
te kulki, nie mozemy liczby permutacji oznaczyé po prostu przez 6!,
bo na przyktad zamiana miejscami dwoch czerwonych kulek nie
tworzy nowego ustawienia! Dlatego potrzebujemy innego wzoru.
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Podziat zbioru i zliczanie permutacji - definicja

Podziat zbioru

Podziat zbioru S to rodzina jego parami roztacznych podzbioréw,
ktérych sumga jest sam zbiér S. Roztaczne podzbiory na ktére
dzielimy S nazywamy blokami podziatu.

Twierdzenie o zliczaniu permutacji

Zatbézmy, ze zbiér n przedmiotéw zostat podzielony na k blokéw
majacych odpowiednio ny, ..., ny elementéw (n = ny + ...+ nk).
Dwa przedmioty sg tego samego typu, jesli naleza do tego samego
bloku danego podziatu. Dwie permutacje s3 rozréznialne, jesli na co
najmniej jednym miejscu stoja w nich elementy réznych typéw.
Wtedy liczba rozréznialnych permutacji naszego zbioru wynosi:
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Zliczanie permutacji - przykfad

Zadanie

Kapelusz zawiera karteczki z kolejnymi literami stéw a) PAWEL b)
BARNABA. Karteczki s3 pojedynczo wyjmowane z kapelusza i
uktadane w takiej kolejnosci, w jakiej zostaty wyciagniete. lle réznych
stéw (tj. ciagdw liter odpowiedniej dtugosci) mozna w taki sposéb
otrzymaé? Dwa stowa uznajemy za rézne, jesli cho¢ w jednym
miejscu maja one rozne litery.

v

Oczywiscie, w przypadku a) mamy 5 réznych liter, wiec mozna utozy¢
z nich 5! = 120 stéw (tyle, ile jest ich permutacji).
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Zliczanie permutacji - przykfad

Zadanie

Kapelusz zawiera karteczki z kolejnymi literami stéw a) PAWEL b)
BARNABA. Karteczki s3 pojedynczo wyjmowane z kapelusza i
uktadane w takiej kolejnosci, w jakiej zostaty wyciaggniete. lle réznych
stéw (tj. ciagdw liter odpowiedniej dtugosci) mozna w taki sposéb
otrzymaé? Dwa stowa uznajemy za rézne, jesli cho¢ w jednym
miejscu maja one rézne litery.

W przypadku b) karteczki dzielg sie na 4 typy: 2 karteczki B, 3
karteczki A oraz po jednej karteczce R i N. Jesli zamienimy miejscami
karteczki tego samego typu, utozone stowo sie nie zmieni.Zatem
zgodnie z twierdzeniem o zliczaniu permutacji, rozwigzaniem jest:
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= 420.
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Zliczanie podziatow

Innym aspektem tego samego zagadnienia jest zliczanie nie
permutacji rozréznialnych pewnym podziatem, ale samych podziatéw.

Podziat uporzadkowany

PodZziat uporzadkowany zbioru S to ciag (Ay, ..., Ax), ktdrego
elementy tworzg podziat S. Istotna jest kolejnos¢ w jakiej wystepuja
zbiory A;, ale nie kolejnos¢ elementéw wewnatrz tych zbioréw.

Twierdzenie o zliczaniu podziatéw uporzadkowanych

Jesli dany zbiér ma n elementéw i jesli ny + ny 4+ ... 4+ ngy = n, to
istnieje
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podziatéw uporzadkowanych (Aq, ..., Ax) tego zbioru takich, ze
|A,| = n; dla I:].,,k
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Zliczanie podziatow - objasnienie

Twierdzenie powyzsze dziata, gdy grupe obiektéw (przedmiotéw,
oséb itp.) mamy podzieli¢ na czesci, z ktérych kazda cze$¢ odréznia
sie od innych. Zazwyczaj kolejno$¢ uporzadkowania zbioréw podziatu
nie ma znaczenia - wazne, ze te zbiory s3 istotnie rozréznialne.
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Zliczanie podziatow - przyktad

/Zadanie

Na ile sposobéw mozna sposréd 20-osobowej grupy utworzyé 3
roztagczne komisje, jesli musza mieé, odpowiednio, 3, 5 i 7 cztonkéw?

Po pierwsze, zauwazmy, ze same komisje nie tworzg podziatu
uporzadkowanego bo suma liczby ich cztonkéw nie wynosi 20.
Dlatego tak naprawde rozwazamy podziat tej grupy na 4 zbiory: A; -
cztonkéw 3-osobowej komisji, A, - cztonkéw 5-osobowej komisji, As -
cztonkédw 7-osobowej komisji i Ay - osoby spoza komisji (ktdrych jest
5).Na mocy twierdzenia o zliczaniu podziatéw otrzymujemy wynik:
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Zliczanie podziatow - przyktad 2

Zadanie

Rozdanie brydzowe to podziat uporzadkowany talii 52 kart na 4
zbiory, po 13 kart w kazdym.

a) lle jest mozliwych rozdan brydzowych?

b) lle jest rozdan brydzowych takich, ze kazdy z graczy otrzyma
jednego asa?

W zadaniu a) po prostu wstawiamy do znanego wzoru:
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Zliczanie podziatow - przyktad 2

Zadanie

Rozdanie brydzowe to podziat uporzadkowany talii 52 kart na 4
zbiory, po 13 kart w kazdym.

b) lle jest rozdan brydzowych takich, ze kazdy z graczy otrzyma
jednego asa?

Podpunkt b) wymaga ciut wiecej pracy. Najpierw rozwazamy
rozdzielenie 4 aséw. Jest to po prostu ustawienie ich w kolejnosci
(permutacja) i przydzielenie pierwszego asa pierwszemu graczowi,
drugiego drugiemu itd. Zatem mamy 4! mozliwosci. Pozostate 48 kart
poddajemy podziatowi uporzadkowanemu na 4 zbiory po 12 kart
(zeby kazdy gracz, razem z asem, miat po 13 kart).Z twierdzenia o
podziatach i prawa iloczynu otrzymujemy wynik:
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Prawdopodobienstwo dyskretne - przypomnienie

Wyniki ostatniego zadania wydaja sie by¢ na tyle duze, ze
nieprzydatne do praktycznych zastosowan. Jednak, jesli przypomnimy
sobie szkolng definicje prawdopodobienstwa, mozemy dzieki nim
obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze w rozdaniu brydzowym kazdy z
graczy bedzie mie¢ asa. To prawdopodobienstwo jest ilorazem liczby

rozdan, w ktérych kazdy ma asa, przez liczbe wszystkich mozliwych
rozdan:

g 48 52l 41.13*
© (121 T (131)%  49.50-51-52

~ 10, 5%.

Czyli ,sprawiedliwy” podziat aséw jest do$¢ mato prawdopodobny.
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Zasada szufladkowa Dirichleta

Oczywistym jest, ze je$li mamy rozmiesci¢ m przedmiotéw w n
szufladach i zatozymy, ze m > n, to istnieje szuflada w ktérej s3 co
najmniej 2 przedmioty. Pewne uogélnienie tego faktu nazywamy
zasada szufladkowa (pudetkowa) Dirichleta.

Zasada szufladkowa Dirichleta

Jesli skonczony zbiér S jest podzielony na k podzbioréw Sy, ..., S,
(tzw. szufladki) to co najmniej jeden z tych podzbioréw ma co

najmniej |—‘E| elementéw.
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Zasada szufladkowa Dirichleta

Najczesciej zasada Dirichleta jest uzywana w nastepujacej postaci:

Zasada szufladkowa Dirichleta - wniosek

Jesli skonczony zbiér S jest podzielony na k podzbioréw Sy, ..., S,
(tzw. szufladki) i |S| > nk to co najmniej jeden z tych podzbioréw
ma co najmniej n 4 1 elementéw.

Twierdzenie to wydaje sie trywialne, ale moze prowadzié¢ do bardzo
ciekawych wnioskéw.
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Zasada szufladkowa Dirichleta - przykfad 1

Zadanie

Kazdy punkt ptaszczyzny jest pomalowany na czerwono lub na
niebiesko. Udowodni¢, ze istnieje na tej ptaszczyznie nieskonczenie
wiele par punktéw, ktére sg oddalone od siebie doktadnie o 1 i
pomalowane tym samym kolorem.

Na nieograniczonej ptaszczyznie mozemy narysowaé nieskonczenie
wiele roztacznych tréjkatéw réwnobocznych o boku dtugosci 1 (np.
przeksztatcajac za kazdym razem ostatnio narysowany trojkat przeez
translacje o 2 do gory, albo w prawo). Kazdy z tych tréjkatéw ma 3
wierzchotki pomalowane dwoma kolorami.
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Zasada szufladkowa Dirichleta - przykfad 1

/Zadanie

Kazdy punkt ptaszczyzny jest pomalowany na czerwono lub na
niebiesko. Udowodni¢, ze istnieje na tej ptaszczyznie nieskonczenie
wiele par punktéw, ktére sg oddalone od siebie doktadnie o 1 i
pomalowane tym samym kolorem.

Dla kazdego z tych tréjkatéw zbidr jego wierzchotkdéw S dzielimy na
dwie szufladki: wierzchotki czerwone S; i niebieskie S,. Jako, ze

3 > 2-1 to na mocy zasady szufladkowej, co najmniej jeden z tych
podzbioréw ma co najmniej 2 elementy. Te 2 elementy s3 para
punktéw oddalonych dokfadnie o 1 i pomalowang tym samym
kolorem. Poniewaz tréjkatéw byto nieskonczenie wiele, wiec takich
par tez jest nieskonczenie wiele.
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Zasada szufladkowa Dirichleta - przyktad 2

Zadanie

Niech A bedzie dowolnym zbiorem 12-elementowym liczb naturalnych
dodatnich nie wiekszych niz 50. Udowodni¢, ze istnieja co najmniej
cztery rézne (ale niekoniecznie roztaczne) podzbiory
piecioelementowe zbioru A takie, ze suma elementéw kazdego z tych
czterech podzbioréw jest taka sama.

Rozwazmy najpierw wszystkie mozliwe sumy elementéw podzbioréw
piecioelementowych zbioru A. Poniewaz w A s3 tylko liczby naturalne
od 1 do 50, suma dowolnych pieciu elementéw tego zbioru jest réwna
co najmniej 1 +2+ 34445 =15, a co najwyzej

50 + 49 + 48 + 47 + 46 = 240. Zatem mozliwych do uzyskania sum
jest co najwyzej 226 (ilo$¢ liczb naturalnych od 15 do 240 wiacznie).
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Zasada szufladkowa Dirichleta - przyktad 2

Zadanie

Niech A bedzie dowolnym zbiorem 12-elementowym liczb naturalnych
dodatnich nie wiekszych niz 50. Udowodni¢, ze istnieja co najmniej
cztery rézne (ale niekoniecznie roztaczne) podzbiory
piecioelementowe zbioru A takie, ze suma elementéw kazdego z tych
czterech podzbioréw jest taka sama.

Teraz pytanie: ile jest podzbioréw piecioelementowych zbioru
12-elementowego? Oczywiscie, (152) = 792. Jednakze, jak wiemy z
wczesniejszczego rozumowania, mozliwych do uzyskania sum jest
226. Zatem kazdemu podzbiorowi A (ktérych jest 792) przypiszemy
szufladke, ktdra jest jego suma (takich szufladek jest 226). Jako, ze
792 > 3 - 226, to z zasady Dirichleta, w ktérej$ szufladce musza by¢
co najmniej 4 elementy, czyli musi istnie¢ taka liczba, ze co najmniej
4 podzbiory realizuja ja jako sume swoich wszystkich elementéw.
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