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Problematyka:

Jak znalez¢ wielomian, ktérego wykres ,,przechodzi” przez zadane punkty?

Q Interpolacja Lagrange'a

Q Interpolacja Newtona

Q Interpolacja Hermite'a




Niech bedzie dane n+ 1 réznych liczb xg, x1, ..., x, oraz n+ 1 dowolnych liczb
Yo, Y1, ., Yn. Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 6.1

Istnieje dokfadnie jeden wielomian W, stopnia co najwyzej n, ktéry w punktach
X0, X1, - - - , Xn Przyjmuje odpowiednio wartosci yo, y1, - - -, ¥n, tzn.:

(6.1) Vie{0,1,...,n}: Wia(x:) = yi

Wielomian W, nazywamy wéwczas wielomianem interpolacyjnym, zas liczby
X0, X1, - - - , Xn NAZywamy weztami interpolacji.



Interpolacja Lagrange'a
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Interpolacja Lagrange’'a

Konstrukcja wielomianu Lagrange'a

(6:2) Wat) = 3 e k(%)
k=0
gdzie:
o (x=x0)(x = x1) (= xkm1) (X = Xkg1) e (X — Xn)
(63) k()= (xk = x0)(xk — x1) = oo Ok = Xk—1) Ok — Xkg1) -+ - (Xk — Xn)
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Interpolacja Lagrange’'a

Przykfad 6.1:

Znalez¢ wielomian interpolacyjny Lagrange'a, ktéry w weztach: 1, -1, -2,2,3
przyjmuje odpowiednio wartosci: —2,0,1,3, 4.

Rozwiazanie:

Wezty interpolacji wygodnie jest zestawi¢ w tabeli:

[ k[[0[1]2[3[4]
x| 1 |-1]-2]2]3
vell—2] 0 | 1 [3]4

Wspétczynniki I obliczamy zgodnie ze wzorem (6.3):

o - Lo D ()= 2)(x=3) bt D+ 2)(x = 2)(x - 3)

1-(-0)1-(-2)1-2)(1-3) 12
hoo = T DE = =(x=3) _ (x= D(x+2)(x = 2)(x =3)
! (—1-1))(-1— (-2))(-1—2)(-1-3) —24
(x—1)(x = (~1))(x = 2)(x —3)  (x = 1)(x+1)(x —2)(x — 3)

h(x) =

(=2 -1)(-2—(-1))(-2-2)(-2-3) 60



Interpolacja Lagrange’'a

hoo = Zm D= EDx = (2)x=3) _ (x = D(x+Dlx+2)(x =3)
2-1)2- (-1))2- (-2)(2-3) ~12

b = BT D= EDx = (E2)x=2) _ (x= D(x+Dlx+2)(x ~2)

‘ BG-1)B-(-1))B-(-2)(3-2) 40

Stad, na podstawie formuty (6.2) otrzymujemy, ze:

Wi(x) = =2 h(x)+0-h(x)+1-h(x)+3-h(x)+4-h(x)
_ A+ Dx+2)(x = 2)(x = 3) n (x —1)(x+1)(x — 2)(x — 3)

—6 60
n (x — 1)(x + 12(4x +2)(x—3) L (x=1)(x+ ligx +2)(x—=2)

Uwaga. Poniewaz y; = 0, to mozna byto pominaé obliczenia funkgji h(x).
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Interpolacja Newtona

Twierdzenie 6.2 (Konstrukcja wielomianu Newtona)

Kazdy wielomian W, stopnia co najwyzej n, ktéry spetnia warunek (6.1) mozna
przedstawi¢ jednoznacznie w postaci:

(6.4) Wi(x) = co,0 + co,1(x — x0) + co2(x — x0)(x — x1) + ...+
+co,n(x —x0)(x — x1) ... (X — Xn—1)
gdzie wspétczynniki co0, Co,1, - . -, Co,n» Wyznaczamy na podstawie wzoru:
Yi 7.j =0
(6.5) Cij = { Ci+1,)1;.—1-:cl:,j—1 J=1,....n
i+j =X




Interpolacja Newtona
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Interpolacja Newtona

Dla n = 4, czyli pieciu weztéw tablica wspotczynnikéw wyglada nastepujaco:

/! / /! /!
X1C1,0:}/1—>C1,1:%—>C1,2:%—Hhs:%
/! /! /
X2 cz,o=y2—>cz,1:%—>cz,z=%
/ /
X3 C3,o=ya—>63,1=%

/

X4 C4,0 = Y4
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Interpolacja Newtona

Przykfad 6.2:

Funkcja podana w tabeli opisuje zmiane PKB panstwa Numerica w kolejnych
latach panowania kréla Wielomianostawa IlI (rachunki dla czwartego roku nie
zostaty przeprowadzone, gdyz kanclerz zostat Sciety za doprowadzenie do
kryzysu w trzecim roku, a szukanie chetnego na zwolnione stanowisko troche
potrwato). Wyznaczy¢ wielomian interpolacyjny Newtona dla funkcji podanej
w tabeli i podaé prognoze wzrostu PKB (i szans przezycia nowego kanclerza)
na siédmy rok panowania Wielomianostawa IlI.

X 1 2 3 5 6
f(x) || +3% | +2% | —1% | +0% | +1%

Rozwiazanie:
Rozpoczynamy od wyznaczenia tablicy wspdtczynnikéw, korzystajac ze wzoréw
(6.5).



Interpolacja Newtona
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Interpolacja Newtona

/! /! /! /S
1__ 1_7
22 - 3P =3 V-7 - -y
/! /! /
1
0—(—=1) _ 1-5
3-1-550 =1 2=
/! /!
1-0
50 - F==1

Stosujac wzér (6.4) otrzymujemy:
f(x):3—1-(X—1)—1-(X—1)(X—2)+5-(x—l)(x—2)(x—3)
19

~ 150" (x = 1)(x = 2)(x — 3)(x — 5).



Interpolacja Newtona
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Interpolacja Newtona

Stad

13 19
F(7)=3—6—30+ — 120 — — - 240 = —33 + 65 — 38 = —6.
(7)=3-6-30 > 0 120 0 334+ 65—38 6
Zatem prognoza zmiany PKB panstwa Numerica na 7 rok to —6%. Nie s3 to

dobre wiesci dla nowego kanclerza.
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Interpolacja wielomianowa

Uwaga 6.1

Wielomian interpolacyjny Lagrange'a i wielomian interpolacyjny Newtona s3
identyczne, cho¢ réznia sie postacia.

| A\

Uwaga 6.2
Jezeli do weztéw interpolacji dotaczymy jeszcze jeden (np. w wyniku uzyskania
nowego pomiaru), to:

o obliczenia metod3 interpolacji Lagrange'a trzeba bedzie wykonaé od nowa

o w interpolacji Newtona nie musimy przeprowadza¢ obliczen od nowa,
wystarczy dopisac rezultaty na dole dwu pierwszych kolumn i w kazdej
kolejnej kolumnie obliczy¢ jeden dodatkowy element
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Interpolacja Hermite'a

Interpolacja Hermite'a pozwala na skonstruowanie wielomianu, ktéry nie tylko
przyjmuje zadane wartosci w danych punktach (jak poprzednio), ale takze jego
pochodne maja zadane wartosci.

‘ Xi HXo‘X1‘X2‘...‘Xn
fi=fx) | h | A [P fa
F=F() | R A B |h




Interpolacja Hermite'a
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Interpolacja Hermite'a

Twierdzenie 6.3 (Konstrukcja wielomianu Hermite'a)

Kazdy wielomian W51 stopnia co najwyzej 2n + 1-ego, ktéry spetnia warunek
(6.1) oraz taki, ze Wy, 1(x;) = f'(x;) dla i =1,...,n mozna przedstawié
jednoznacznie w postaci:
(6.9)
Wani1(x) = co0+ o1+ (x —x0) + o2 - (x — x0)* + co3 - (x — x0)*(x — x1)
+ oo copnt1 (X — x0)2(x — x1)? . (X = Xo—1)2 (X — Xn)

gdzie wspétezynniki co,0, o1, - - - ; Co,20+1 Wyznaczamy na podstawie wzoru:
Ayl =0
"o 5 Bl — | &
(6.10) Gj= Cllf?_oc)ul ,J.—l,...,n/\Lii'J_[%J
SHL=ZGSL i) A LTJJ £ HJ

it

dlai=0,...,2n+1oraz j=0,...,2n+ 1, gdzie | x| to cecha z liczby x, czyli
najwieksza liczba catkowita nie wieksza od liczby x.




Hermite'a

Interpolacja Hermite'a

Dla n = 2, czyli trzech weztéw tablica wspdtczynnikéw wyglada nastepujaco:

_ _ f,1-¢%,1 _ f1,27%,2 _ “1,37%,3 _ ‘1,47 %,4
X0 €0,0 = Yo — T TaTr 03T TiTxy T 04T Tomxg 05 T o
e e e e e
_ _ ©2,07°1,0 _ 2,171 _ @272 _ 2,373
X0 €L0 T Y0 LT a2 T TaTxg . T3 T Tooxg . 4T Tooxg
e e e e
_ _ 3,172 _ 32722
Xy €2,0 =y1 — = Toox 237 Toox
/ / /
_ _ %4,073,0 _ 4,173,
XG0 =V BT o T B2 Xo—x1
e e

X2 €40 =y2 —

X2 C5,0 = y2
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Interpolacja Hermite'a

Uwaga 6.4

Sposbb wyznaczania wielomianu interpolacyjnego Hermite'a jest analogiczny do
standardowej interpolacji Newtona z t3 réznica, ze kazdy wezet w ktérym
mamy podang wartos¢ pochodnej zapisywany jest dwukrotnie, za§ w przypadku
otrzymania podczas obliczen symbolu nieoznaczonego [%], zastepujemy go
wartoscig pochodnej w danym wezle. Poniewaz niektére wezty zapisywane s3
dwukrotnie réwniez postaé wielomianu jest nieco inna. Dlatego w metodzie
Hermite'a nalezy korzystac¢ ze wzoru (6.9) przy podawaniu ostatecznej postaci
wielomianu.

Przykfad 6.3:

Wyznaczy¢ wielomian interpolacyjny Hermite'a, spetniajacy podane warunki:
L x [[-t[0o[]1]

fi=f(x) || -8 | -2 | —4

= f'(x) 12 1 -2

Rozwigzanie: Rozpoczynamy od wyznaczenia tablicy wspétczynnikéw,
korzystajac ze wzoréw (6.10):
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Interpolacja Hermite'a

“1-8— fl(-)=12 — S o 50y 1ol 10 _1

0—(—-1) 0—(—1)
/ S o o .
“1oa— G P = - ety = s G0 1o 2ty =t
e a Ve Ve
02— =1 — FPF-_3 - ZDI_3
e a e
e e
1 -4 f(1)=-2
e
1 —4

Zgodnie ze wzorem (6.9) zapisujemy wielomian interpolacyjny:
Ws(x)=—-8+4+12-(x+1)—6-(x+1) - (x+1)+1-(x+1)-(x+1)-x

FO (e 1) (e 1) b 3 (b 1) (e 1) xx (- 1)

—8—1—12-(x+1)—6-(x+1)2+(x+1)2x+%-(x+1)2x2 x—1)



Interpolacja He
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Interpolacja Hermite'a

Uwaga 6.5

Schemat interpolacji Hermite'a zachowa swoja strukture, jezeli wartosci
pochodnych beda zadane tylko w niektérych weztach interpolacyjnych.

Przykfad 6.4:
Wyznaczy¢ wielomian interpolacyjny Hermite'a, spetniajacy podane warunki:

[ x [-1[0]1]
F=rf(x) || -8 ] —2 | —4
7 =7(x) ]




Interpolacja Hermite'a
Interpolacja Hermite'a

Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze w podanej tabeli wymagamy zgodnosci pochodnej tylko

w jednym wezle interpolacji tzn. w x; = 0. Stad tylko ten wezet podwajamy
w schemacie.

1-e— S e — ity - s S -
e / 7

02— fO)=1 - FH=-3
a e

R e
e

1 -4

Zgodnie ze wzorem (6.9) zapisujemy wielomian interpolacyjny:

Ws(x) = —8+46-(x+1)—5-(x+1)x+1-(x+1)x".
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