Analiza matematyczna - 9. Caltkowanie funkcji wielu zmiennych

Skoro wiemy juz jak liczy¢ pochodne funkcji wielu zmiennych, nadszedt czas na calki.
W tym rozdziale bede rozwazacé tylko catki podwojne z funkeji dwu zmiennych. W razie
potrzeby, podejécie to tatwo mozna uogdlni¢ na catki n-krotne z funkeji n zmiennych.
Calki takie majg wiele zastosowar - szczegdlnie w statystyce i ekonometrii.

I. Definicje
Rozwazamy funkcje f : R* D Dy — R zmiennych z i y.

Definicja 1. Ograniczony obszar D C R? nazywamy regularnym, gdy jego brzeg jest
sumq skoriczonej liczby tukow krzywych danych réwnaniami postaciy = y(x) dla x € [a, b]
lub x = z(y) dla y € [c,d] (a,b,c,d € R), przy czym tuki te mogq redukowaé sie do
punktow.

Catkowanie wielokrotne bedziemy definiowaé¢ wtasnie na obszarach regularnych. Dla
danego obszaru regularnego D C R? definiujemy:

Definicja 2. Przez P, = (xg, 21, ..., x,) oznaczamy podziat obszaru D na n domknietych
obszarow regularnych Dy, Do, ..., D,, o polach |D;| (i =1,...,n) taki, ze D;, D; dlai # j
nie majg wspolnych punktow wewnetrznych (mogq sie stykaé co najwyzej brzegami) oraz
DiuDyU...D,=D.

Liczbe 0, = max;eq1, . ny0D;, gdzie 0D; oznacza Srednice zbioru D;, czyli maksymalng
odlegto$¢é miedzy punktamsi tego zbioru, nazywamy Srednica podziatu P,.

Cigg podziatow (Pp)neny obszaru regularnego D mazywamy normalnym,  jesli
lim,,_, 6, = 0.

Definicja 3. (Catka podwdjna) Niech f bedzie funkcjg okreslong w obszarze reqularnym D
o ograniczonym zbiorze wartosci. Jezeli dla kazdego normalnego ciggu podziatow (Py,)nen
obszaru D, niezaleznie od wyboru punktow wewnetrznych (x;,y;) € D; w kazdym podob-
szarze kazdego podziatu, gramica lim, oo > 1 | f(x:,v;)| Dyl istnieje i jest réwna S to S
nazywamy caltka podwojna (w sensie Riemanna) z funkcji f na obszarze D i oznaczamy

symbolem
// fz,y) dx dy.
D

Jesli catka podwdjna z funkcyi [ istnieje i jest skonczona na obszarze D to funkcje f
nazywamy catkowalng.

Dla funkcji wielu zmiennych réwniez prawdziwe jest twierdzenie, ze wszystkie funkcje
ciagte sg catkowalne. 7 definicji catki podwojnej natychmiast wynika, ze mozna obliczaé
te catke po kawatkach zadanego obszaru i zsumowa¢ wyniki.

Twierdzenie 1. Jesli obszar reqularny D jest sumqg reqularnych obszarow Dy @ Dy o
roztgcznych wnetrzach to:

//Df(ﬂb',y)daz:dy—/D1 f(x,y)d:cdy—l—/D2f(x,y)dxdy,

oczywiScie, o ile [ jest catkowalna. Twierdzenie to mozna rozszerzyé na przypadek sumy
dowolnej, skoriczonej liczby obszarow.

Na podstawie definicji trudno jednak wyznacza¢ wartosé catki podwdjnej. Do tego
bedziemy potrzebowaé¢ dodatkowego narzedzia: calki iterowane;j.

I1. Calka iterowana

Definicja 4. Ograniczony obszar D C R? nazywamy normalnym wzgledem osi OX, jesli
daje sie zapisaé w postaci D = {(x,y) 1 a < x < b,p1(x) <y < @o(x)}, gdzie 1,02 sa
funkcjami cigglymi na [a,b].
Ograniczony obszar D C R? nazywamy normalnym wzgledem osi OY, jesli daje sie za-
pisaé w postaci D = {(x,y) : a <y < b,v1(y) < x < po(y)}, gdzie v1,p2 sq funkcjami
ciggtymi na |a, b).
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(Rysunek)
Oczywiscie, kazdy obszar normalny wzgledem osi OX lub OY jest obszarem regularnym.
W pewnym stopniu to twierdzenie mozna odwrdcic.

Twierdzenie 2. Kazdy domkniety obszar regularny jest sumgq skornczonej liczby takich ob-
szarow normalnych wzgledem jednej z osi, ktore nie majg wspolnych punktow wewnetrznych.

Twierdzenie 3. Jesli funkcja [ jest ciggta na obszarze D normalnym wzgledem osi OX
iD={(z,y)a <z <bpi(z) <y < pa(n)}, to

J[ tanasay= | b [ / (()) f(x,y)dy] dr.

Jesli funkcja f jest cigglta na obszarze D normalnym wzgledem osi OY i D = {(z,y) :
a<y<bei(y) <<y} to

J[ sz = | b [ / (()) 1, y)dw] ay.

Jak widaé, obliczanie catki wielokrotnej mozna zamieni¢ na obliczanie dwoch catek oz-
naczonych jednej zmiennej, z czego jednej z nich z parametrem. A to juz umiemy (a
przynajmniej taka mamy nadzieje).

Przyktad Catka podwojna z funkcji f(x,y) = = + zy po obszarze bedacym trojkatem o
wierzchotkach (1, —1), (2,2) i (0, 2).

Catka podwojna z funkcji f(x) = £ po zbiorze ograniczonym krzywymi o réwnaniach
y=1Lz=1y=Inz.

III. Interpretacja

Catka podwoéjna ma interpretacje geometryczng analogiczng do interpretacji catki oz-
naczonej funkcji jednej zmiennej. Tym razem, zamiast pola powierzchni figury ptaskie;
mozemy obliczyé¢ objetos¢é pewnej bryty.

Twierdzenie 4. Objetos¢ obszaru przestrzennego ograniczonego wykresem ciggtej © nieu-
jemnej funkcji f okreslonej na obszarze reqularnym D od gory, oraz ptaszczyzng Ozy od
dotu jest réwna catce podwdjnej z funkcji f po obszarze D.



